XVIII. 


Theorie der algebraischen Funktionen einer 
Veränderlichen. 


[In Gemeinschaft mit Heinrich Weber veröffentlicht im Journal für reine 
und angewandte Mathematik, Bd. 92, S. 181—290, 1882 (datiert Oktober 1880).] 


Einleitung. 


Die im nachstehenden mitgeteilten Untersuchungen verfolgen 
den Zweck, die Theorie der algebraischen Funktionen einer Ver- 
änderlichen, welche eines der Hauptergebnisse der Riemannschen 
Schöpfung ist, von einem einfachen und zugleich strengen und völlig 
allgemeinen Gesichtspunkt aus zu begründen. Bei den bisherigen 
Untersuchungen über diesen Gegenstand werden in der Regel gewisse 
beschränkende Voraussetzungen über die Singularitäten der betrachteten 
Funktionen gemacht, und die sogenannten Ausnahmefälle entweder 
als Grenzfälle beiläufig erwähnt oder auch ganz beiseite gesetzt. 
Ebenso werden gewisse Grundsätze über die Stetigkeit und Entwickel- 
barkeit zugelassen, deren Evidenz sich auf geometrische Anschauung 
verschiedener Art stützt. Eine sichere Basis für die Grundvorstellungen 
sowie für eine allgemeine und ausnahmslose Behandlung der Theorie 
läßt sich gewinnen, wenn man von einer Verallgemeinerung der Theorie 
der rationalen Funktionen einer Veränderlichen, insbesondere des 
Satzes, daß jede ganze rationale Funktion einer Veränderlichen sich 
in lineare Faktoren zerlegen läßt, ausgeht. Diese Verallgemeinerung 
ist einfach und bekannt in dem ersten Falle, in welchem die von 
Riemann mit p bezeichnete Zahl (das Geschlecht nach Clebsch) 
den Wert Null hat. Für den allgemeinen Fall, welcher sich zu dem 
eben genannten ähnlich verhält, wie der Fall der allgemeinsten alge- 
braischen Zahlen zu demjenigen der rationalen Zahlen, wiesen die 
mit bestem Erfolge in der Zahlentheorie angewandten Methoden, die 
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sich an Kummers Schöpfung der idealen Zahlen anschließen, und 
der Übertragung auf die Theorie der Funktionen fähig sind, auf 
den richtigen Weg *). 

Versteht man, analog der Zahlentheorie, unter einem Körper 
algebraischer Funktionen ein System solcher Funktionen von 
der Beschaffenheit, daß die Anwendung der vier Spezies auf Funktionen 
des Systems immer zu Funktionen desselben Systems führt, so deckt 
sich dieser Begriff vollständig mit dem der Riemannschen Klasse 
algebraischer Funktionen. Unter den Funktionen eines solchen Körpers 
kann eine beliebige als unabhängige Veränderliche und die übrigen 
als von ihr abhängig betrachtet werden. Für jede dieser „Darstellungs- 
weisen“ ergibt sich ein System von Funktionen des Körpers, die als 
ganze Funktionen zu bezeichnen sind, deren Quotienten den ganzen 
Körper erschöpfen. Unter diesen ganzen Funktionen lassen sich nun 
wieder Gruppen von Funktionen aussondern, welchen die charakte- 
ristischen Merkmale solcher ganzen rationalen Funktionen zukommen, 
die einen gemeinschaftlichen Teiler haben. Ein solcher Teiler existiert 
zwar im allgemeinen Falle nicht, wenn man aber die bezüglichen 
Sätze über rationale Funktionen nicht an den Teiler selbst, sondern 
an das System der durch denselben teilbaren Funktionen knüpft, so 
gestatten sie eine vollkommene Übertragung auf die allgemeinen alge- 
braischen Funktionen. Auf diese Weise gelangt man zu dem Begriff 
des Ideals, ein Name, der aus Kummers zahlentheoretischen Arbeiten 
stammt, wo die nicht existierenden Teiler als „ideale Teiler“ in die 
Rechnung eingeführt werden. 


Obwohl es sich in der vorliegenden Arbeit keineswegs um „ideale“ 
Funktionen handelt, sondern alle Operationen nur an Systemen wirklich 
existierender Funktionen ausgeführt werden, schien es doch zweck- 


*) Die idealen Zahlen sind von Kummer zuerst eingeführt durch die Ab- 
handlung: Zur Theorie der komplexen Zahlen (Crelles Journal, Bd. 35); eine 
weitere Fortführung und eine allgemeine Darstellung der Theorie der algebraischen 
Zahlen findet man in der zweiten und dritten Auflage von Dirichlets Vorlesungen 
über Zahlentheorie, sowie in der Abhandlung von Dedekind: Sur la théorie 
des nombres entiers algebriques (Paris 1877. Abdruck aus dem Bulletin 
des Sciences math. et astron. von Darboux und Hoüel). Die Kenntnis dieser 
Schriften wird aber in unserer Arbeit nirgends vorausgesetzt. 

Aus mündlichen Mitteilungen ist uns jetzt bekannt geworden, daß bereits vor 
Jahren Kronecker mit Beziehung auf die Arbeiten von Weierstraß Unter- 
suchungen angestellt hat, die auf derselben Grundlage, wie die unsrigen, beruhen. 
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mäßig, den Namen „Ideal“, der in der Zahlentheorie bereits gebräuchlich 
ist, beizubehalten. 

Mit diesen Idealen läßt sich nach gehöriger Erklärung der 
Multiplikation ganz nach denselben Regeln rechnen, wie mit rationalen 
Funktionen. Insbesondere ergibt sich der Satz, daß jedes Ideal auf 
eine einzige Weise in Faktoren zerlegbar ist, welche selbst nicht 
weiter zerlegt werden können und daher Primideale genannt werden. 
Diese Primideale entsprechen den linearen Faktoren in der Theorie 
der ganzen rationalen Funktionen. Auf Grund derselben gelangt 
man zu einer völlig präzisen und allgemeinen Definition des „Punktes 
der Riemannschen Fläche“, d.h. eines vollkommen bestimmten 
Systems von Zahlwerten, welche man den Funktionen des Körpers 
widerspruchslos beilegen kann. 

Eine darauf gegründete formale Definition des Differential- 
quotienten führt sodann zu der Geschlechtszahl und zu einer ganz 
allgemeinen, eleganten Darstellung der Differentiale erster Gattung. 
Hieran schließt sich der Beweis des Riemann-Rochschen Satzes 
über die Anzahl der willkürlichen Konstanten in einer durch ihre 
Unendlichkeitspunkte bestimmten Funktion, und die Theorie der 
Differentiale zweiter und dritter Gattung. Bis zu diesem Punkte 
kommt die Stetigkeit und Entwickelbarkeit der untersuchten Funktionen 
in keiner Weise in Betracht. Es würde z.B. nirgends eine Lücke 
bleiben, wenn man das Gebiet der benutzten Zahlen auf das System 
der algebraischen Zahlen beschränken wollte. Dadurch wird ein 
wohl abgegrenzter und ziemlich umfassender Teil der Theorie der 
algebraischen Funktionen lediglich durch die seiner eigenen Sphäre 
angehörigen Mittel behandelt. 

Freilich ergeben sich alle diese Resultate durch einen weit 
geringeren Aufwand von Mitteln und als Spezialfälle einer viel- 
umfassenden Allgemeinheit aus Riemanns Theorie; allein es ist 
bekannt, daß diese Theorie bezüglich einer strengen Begründung 
noch gewisse Schwierigkeiten bietet, und bis es gelungen ist, diese 
Schwierigkeiten vollständig zu überwinden, dürfte der von uns be- 
tretene Weg oder wenigstens ein verwandter, wohl der einzige sein, 
der für die Thorie der algebraischen Funktionen mit befriedigender 
Strenge und Allgemeinheit zum Ziele führt. So würde sich die 
Theorie der Ideale selbst außerordentlich vereinfachen, wenn man 
den Begriff der Riemannschen Fläche und insbesondere den eines 
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Punktes derselben samt den auf die Stetigkeit der algebraischen Funk- 
tionen gegründeten Anschauungen voraussetzen wollte. In unserer Arbeit 
ist umgekehrt auf einem langen Umwege die Theorie der Ideale alge- 
braisch begründet und aus dieser eine vollkommen präzise und strenge 
Definition des „Punktes der Riemannschen Fläche“ gewonnen, welche 
auch als Basis für die Untersuchung der Stetigkeit und der damit 
zusammenhängenden Fragen dienen kann. Diese Fragen, wozu auch die 
auf die Abelschen Integrale und die Periodizitätsmoduln bezüglichen 
gehören, bleiben von unserer Untersuchung einstweilen ausgeschlossen. 
Wir hoffen bei einer anderen Gelegenheit darauf zurückzukommen. 
Königsberg, den 22. Oktober 1880. 


I. Abteilung. 
81. 
Körper algebraischer Funktionen. 

Eine Variable 0 heißt eine algebraische Funktion einer un- 
abhängigen Veränderlichen z, wenn dieselbe einer irreduktibeln alge- 
braischen Gleichung 
(1) 9,2) ='0 
genügt. F bedeutet hierin einen Ausdruck von der Form 

F (0,2) = a0” +a, 0—1 4- + m-10 + m; 
worin die Koeffizienten a, 4,,''-@, ganze rationale Funktionen von 
z ohne gemeinschaftlichen Teiler sind. Die vorausgesetzte Irreduktibilität 
der Gleichung (1) involviert, daß 0 nicht einer Gleichung niedrigeren 
Grades in bezug auf 0 genügt, und, wie sich aus dem Algorithmus 
des größten gemeinschaflichen Teilers ergibt, wenn 

G (0,2) = 5, 0r + b, 0m 14... 5-10 bm = 0 

eine zweite Gleichung ist, welcher # genügt, daß G (0,2) durch F (0,2) 
algebraisch teilbar sein muß. Es läßt sich nun nachweisen, daß G (0,2) 
auch in bezug auf z nicht von niedrigerem Grade sein kann als F (0,2) 
und nur dann vom. selben Grade, wenn sich aus @(9,z) ein von z 
unabhängiger Faktor absondern läßt. Nehmen wir an, die Koeffizienten 
ba d4,*:dm seien von gemeinschaftlichen Faktoren befreit, und be- 
zeichnen wir mit 

H (0,2) = 0 0r- +0, mn g.. + mon 
den vom Nenner befreiten Quotienten von @ durch F, so ist 

kG (9,2) = F(0,z)- H (0,2), 


Dedekind, Gesammelte Werke, I. 16 
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worin k eine ganze rationale Funktion von z ist, und die Vergleichung 
der Koeffizienten ergibt 
kb, = 0,0, 

kb, = 96, + a Co 

kb, = ++ aa Co 
worin die C), C}, *** Cm—n gleichfalls ohne gemeinschaftlichen Teiler 
vorausgesetzt werden können. 

Hieraus folgt zunächst, daß Æ konstant sein muß, und —= 1 ge- 

setzt werden kann; denn ist durch irgend einen Linearfaktor von 
k ag, Ay; *** Ar—n Cos Cis *** Cs teilbar, ap, Cs nicht teilbar, so folgt aus 


kb,+, = "1041 ++ Arya lèr tee 
der Widerspruch, daß a,c, durch denselben Linearfaktor teilbar sein 
müßte. Hieraus aber folgt weiter, daß der Grad von @($,z) in 
bezug auf z gleich ist der Summe der Grade von F und H in bezug 
auf z; denn sind «,, Cs die ersten unter den Koeffizienten a, c, deren 
Grad den Maximalwert erreicht, so folgt wieder aus 

brys = -Arit + + %+ı6- 14°"; 
daß der Grad von b,+, gleich der Summe der Grade von a, und 
c, ist. 

Dividiert man die Gleichung (1) durch a,, so kann dieselbe auch 
in die Form gesetzt werden 
(2) (0,2) = M+b,m-1+..+5,_,0+b, = 0, 
worin die Koeffizienten b., b,, -- - On auch gebrochene rationale Funktionen 
von z sein können. 

Das System aller rationalen Funktionen von 9 und z, © (0,2), 
hat die Eigenschaft, daß seine Individuen sich durch die elementaren 
Rechenoperationen, Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division 
reproduzieren, und dies System wird daher als ein Körper alge- 
braischer Funktionen Q vom Grade n bezeichnet. Ist zunächst 
(0) eine ganze rationale Funktion von 0, deren Koeffizienten 
rational von z abhängen, so kann man durch algebraische Division 
zwei eben solche Funktionen g(0), r(#) bestimmen, von denen die 
zweite den Grad n— 1 nicht übersteigt, so daß 


o (0) = q(0)f (0) +r(6) 


oder wegen (2) 
o (0) = r (0). 
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Ist (6) durch f (0) nicht teilbar, so haben diese beiden Funktionen 
[wegen der vorausgesetzten Irreduktibilität von f(#)] keinen Teiler 
gemein, und daher lassen sich durch die Methode des größten ge- 
meinschaftlichen Teilers zwei Funktionen f, (0), p, (0) so bestimmen, daß 


f(0) f (0) + o (0) p, (0) = 1, 


also wegen (2) 
1 
Pı (0) = PON 
Aus Blasen beiden Bemerkungen, zusammengenommen mit der Vor- 
aussetzung der Irreduktibilität von f(®) ergibt sich der folgende 
Lehrsatz. Jede Funktion ¢ des Körpers Q läßt sich auf 


eine einzige Weise in die Form setzen: 
=. +0 +. Hm -ı I, 
worin die Koeffizienten &,, £i, 2%» —ı rationale Funktionen 
vonz sind. Umgekehrt gehört jede Funktion dieser Form 
selbstverständlich dem Körper 2 an. 
Wählt man unter den Funktionen des Körpers & n beliebige aus: 


1 = am 4 xP o u sh SR An—1, 

ma = aP H aP 0 H H afa ema, 

al”) Bu „m 8 pit ga ım—1, 
jedoch so, daß die Determinante 


DPD... g, 
nicht identisch Null ist, so ergibt sich, daß jide Funktion des Körpers Q 
auch in der Form dargestellt werden kann 


E = YM F Yana H't +H Yn, 
deren Koeffizienten Y1, Y2,*'** Yn rationale Funktionen von z sind. Ein 
solches System von Funktionen M Na’ Mm soll eine Basis des 
Körpers Q heißen. 

Damit ein Funktionensystem n,,; Na ''' nn des Körpers Q eine 
Basis desselben bilde, ist erforderlich und hinreichend, daß zwischen 
ihnen keine Gleichung (Identität) von der Form 

Yımıt YaNa H:i H Ynn = 0 
bestehe, in welcher die Koeffizienten %,, Y2,*'* Yn nicht sämtlich 
verschwinden. Beispielsweise bilden die Funktionen 1, 0, 6°, ... 07—! 
eine Basis von 2. 
16* 
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§ 2. 
Normen, Spuren und Diskriminanten. 

= Wählt man zur Darstellung der Funktionen von & eine beliebige 
Basis n,, Na, *** Nm so kann man, wenn & irgend eine Funktion in & 
bedeutet, setzen: 

En = Yı,ım F Yra Na ++ Ynn, 

(1) É Na = Y2, 1 Mı F Y2, 2 Na t ‘+ Yo, nM, 
Enn = Yn, 1 Mı F Yn 2na F °t F Yn, nMn, 
worin die Koeffizienten y,» rationale Funktionen von z sind. Hieraus 
ergibt sich die Gleichung 


Yii — b YS + Yın 

(2) Kae Ya, Han aai, 
Yn, 13 Yn, 23 leg Ynn — $ 

welche, nach Potenzen von & geordnet, die Gestalt hat 

(3) (3 En Soden 22 ME Sud aa uE T Ga u A) 


und, wie sich aus dem Multiplikationssatz der Determinanten ohne 
Schwierigkeit ergibt, von der Wahl der zugrunde gelegten Basis n, 
Na5*"'Nn ganz unabhängig ist. Von den Koeffizienten b,, bz,- by 
der Funktion g, welche sämtlich rationale Funktionen von z und durch 
die Funktion ¢ vollkommen bestimmt sind, sollen zwei, die in der 
Folge von Wichtigkeit sind, durch besondere Namen ausgezeichnet 
werden. Die Funktion 

Yı,ı» Yı,» ''* Yı,n 
(4) (h 1)" bn Liy Y2, 13 Y2,23 *** Yan 


Oa. ST, AE Kae Dee Dah De > 


Yn, 13 Yn,23 *** Yn,n 
heißt die Norm der Funktion &, und wird mit N (¢Ẹ) bezeichnet 
Von dieser Funktion gelten folgende Sätze. 

1. Die einzige Funktion, deren Norm identisch verschwindet, ist 
die Funktion „Null“; denn macht man in dem System (1) die Annahme 
daß N (£) = 0 sei, so folgt, daß sich ein System rationaler Funktionen 
von z, die nicht sämtlich verschwinden, %,, Ya, '''%n so bestimmen 


läßt, daß 
É (Y1 M F YaNa ++ Ynn) = 0, 
also, da %1, Na, ***Nn eine Basis von & bilden, & = 0. 
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2. Die Norm einer rationalen Funktion von z ist die nte Potenz 
dieser Funktion. Denn ist ¢ rational, so reduzieren sich die Gleichungen (1) 
auf die Identitäten na = Ena, woraus N (6) = &" folgt. 

3. Ist & irgend eine zweite Funktion des Körpers & und das 
dem System (1) entsprechende Gleichungssystem für diese Funktion 


4 li p3 Yh, ı Nur 
so folgt: 


SE Ia = ee Yh, ı Y, e Ne 
und daraus nach dem Multiplikationssatz der Determinanten 
N (EE) = NEON E’). 
4. Aus 2. und 3. folgt: 


NOX(z)=1 


Eyar AD 
ng) = NE 
5. Endlich ergibt sich aus der Definition der Funktion p, (2), 


(3) der wichtige Satz: Ist # eine beliebige Konstante (oder auch eine 
rationale Funktion von z), so ist 


also: 


p() = NG — 8). 
Es soll sodann die Funktion 
(5) — b, = y,ı+ Yy,a+'''+ Ynn 


die Spur von ¢ genannt und mit 8 (¢) bezeichnet werden. Für diese 
ergeben sich unmittelbar aus der Definition die Sätze: 

(6) S (0) = 0, 

(7) | Su Sn 

Und wenn x eine rationale Funktion von z, ferner &,&' zwei Funk- 
tionen in & bedeuten: 

(8) S (xé) EN E); 
(9) S (E + E) = S (6) + S). 

Es hat sich aus dieser Betrachtung ergeben, daß jede Funk- 
tion & in & einer Gleichung nt" Grades, p($) = 0, genügt, 
deren Koeffizienten rational von z abhängen. Wenn diese 
Gleichung irreduktibel ist, so bilden die Funktionen 1, &, &, ..- gr—ı 
eine Basis von Q. Im andern Falle sei 


(10) PaE) = EH OEH ++ 0 
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die Gleichung niedrigsten Grades, deren Koeffizienten in z rational 
sind, welcher die Funktion ¢ genügt, und mithin ø, (£) = 0 irreduk- 
tibel, e< n. Da gleichwohl ø (¢) verschwindet, so muß ø(¢) durch 
gı (¢) algebraisch teilbar sein, und wie in § 1 ergibt sich, daß jede 
rationale Funktion n von z und ¢ in der Form darstellbar ist 
n = Lot tg eee F tesh, 
deren Koeffizienten &,, %,,*'' Ze—ı rational von z abhängen *). Ist nun 
tgl 
die Gleichung niedrigsten Grades, welcher 0 genügt, deren Koeffizienten 
rational von z und ¢ abhängen, so besteht zwischen den e. f Funktionen 
(11) Er 0k (h= 0, 1, -++ e—1; k= 0, 1, ++ f—1) 
keine lineare Gleichung mit rational von z abhängigen Koeffizienten, 
während jede Funktion in & linear mit rational von z abhängigen 
Koeffizienten durch diese Funktionen darstellbar ist. Es ergibt sich 
daraus, daß dieselben eine Basis von & bilden, und daß sonach 
e of = M, 
also e ein Teiler von n ist. 

Wendet man die Basis (11) zur Aufstellung der Norm von & an, 

so erkennt man leicht mittels der Gleichung (10), daß 

NO = (= by = (RB! 
wird. Da ferner für ein beliebiges konstantes ¢ die Funktion ¢ — t 
einer Gleichung von demselben Grade genügt wie &, so ergibt sich 
der Satz: 

Die Funktion ọ (t) (3) ist entweder irreduktibel oder 
eine ganze Potenz einer irreduktibeln Funktion. 

Ist n,, Na, °' Nn ein beliebiges System von n Funktionen in Q, 
gleichviel ob dasselbe eine Basis bildet oder nicht, so führen wir 
eine zu diesem System gehörige rationale Funktion von z ein, die wir 
als dessen Diskriminante, 4 (N1, Nas*** Nn) bezeichnen und folgender- 
maßen definieren 

|S (M M), S (M Na), +> S (M Ma) 
(12) A (M Nas Mn) = | S (mm) S (ma Na), -S (Ma Mn) i 


Be ALT rE e a a E E PL ae Te. . 


18 (Mn N), S (mn 12)" E (Mn Mn) 
*) Aus der Gleichung 9, (5) = 0 entspringt ein Körper algebraischer Funk- 


tionen 2, vom Grade e, dessen Funktionen sämtlich zugleich im Körper Q ent- 
halten sind, und der daher als ein Teiler des Körpers 2 bezeichnet werden kann. 
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Die Diskriminante ist dann und nur dann nicht identisch 
Null, wenn die Funktionen n,, na, *** Nn eine Basis von 2 bilden. 

Um den ersten Teil dieser Behauptung zu beweisen, nehmen 
wir an, es sei I (Mı, Nas*'' Nn) = 0. Es läßt sich unter dieser 
Voraussetzung ein System rationaler Funktionen y1, %g,''' Yn VON 2, 
die nicht alle identisch verschwinden, so bestimmen, daß 


Yı S (M nr) Hi Ya S (n N) ae ataata Yn S (Nn Ne) 
= S (m(n Mm + yaa T: + Ynn) = = v 


(k = 1, 2, en) 
Wählt man daher ein System Aa Funktionen &,, £a, Ln 
von z, ganz beliebig und setzt: 
YaN F Yana H: F Ynnn = N, 
Li Ni F LaNa H't F Enn = É, 


S (En) = 0. 
Wenn aber die Funktionen n,, Na, ‘'' Nn eine Basis von & bilden, 
so kann & jede beliebige Funktion in 2, also, da n nicht verschwindet, 


so folgt: 


beispielsweise auch z sein. Dann ist aber die letzte Gleichung 


sicher nicht erfüllt, und es kann also unter dieser Voraussetzung 
die Diskriminante von n,, Na, *** Nn nicht identisch verschwinden. 
Halten wir die Annahme fest, daß n,, Na, *** Nn eine Basis von & 
sei, und setzen: 
ni = m tm Fr Fam asus 
so bilden die Funktionen yi, na, "nn eine Basis von & oder nicht, 
je nachdem die Determinante der rationalen Funktionen x, p von z 


X= Binya taa 


von Null verschieden ist oder nicht. Nun ist aber 


S(mm) = S tyn e, eS (Mne), 


R 1, n 
und daraus ergibt sich nach dem Multiplikationssatz der Deter- 
minanten der Hauptsatz über die Diskriminanten 


> A) = X? A (hs Mas + M), 
woraus auch die Richtigkeit des zweiten Teils der obigen Behauptung 


erhellt, daß die Diskriminante eines Funktionensystems stets dann 
identisch verschwindet, wenn dasselbe keine Basis von & bildet. 
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Das System der ganzen Funktionen von z im Körper &. 


Definition. Eine Funktion œ des Körpers Q soll eine ganze 
Funktion von z heißen, wenn in der Gleichung niedrigsten Grades, 
welcher dieselbe nach $ 2 genügt: 

(1) o (0) = wt +b,or-!+..+5,_10+b,—=0, 

die Koeffizienten b., bp,- be ganze rationale Funktionen von 2 
sind; im entgegengesetzten Fall heiße sie eine gebrochene Funktion. 
Der Inbegriff aller ganzen Funktionen von z in & soll mit o bezeichnet 
werden. Da nach § 2 N (t— œ) eine ganze Potenz von ø (t) ist, so 
folgt, daß für eine ganze Funktion œw auch die sämtlichen Koeffizienten 
von N (t — œ) ganze rationale Funktionen von z sind, also insbesondere: 

1. Die Norm und die Spur einer ganzen Funktion sind ganze 
rationale Funktionen von z. 

Aus der Definition der ganzen Funktionen ergibt sich ferner: 

2. Eine rationale Funktion von z gehört dann und nur dann zu 
dem System o, wenn sie eine ganze rationale Funktion von z ist. 

3. Jede Funktion n in & kann dureh Multiplikation mit einer 
von Null verschiedenen ganzen rationalen Funktion von z in eine 
Funktion des Systems o verwandelt werden. Denn es genügt n nach 
$ 2 einer Gleichung niedrigsten Grades von der Form 

bit tb t besant Gi O; 
deren Koeffizienten ganze rationale Funktionen von z sind, und diese 
geht durch die Substitution d,n = œ in eine Gleichung von der 
Form (1) für œw über. 

4. Eine Funktion œ des Körpers Q, welche irgend einer Gleichung 

von der Form genügt 

Y (0) = om + cam +. +m-1ı0 +%m = O; 
in welcher die Koeffizienten c,,---c„ ganze rationale Funktionen von z 
sind, ist eine ganze Funktion. Denn ist 

o (0) = w + bwt +- + be— 0 + be = 0 
die Gleichung niedrigsten Grades, welcher œ genügt, so muß y (w) 
durch ø (œ) algebraisch teilbar sein: | 

+ (0) = g (@)x (0), 

was, wie leicht zu zeigen ist, zur Folge hat, daß auch die Koeffizienten 
von (w) und y(®) ganze rationale Funktionen von z sind (Gauß, 
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Disq. Ar. art. 42). Hieraus ergibt sich der Hauptsatz über die ganzen 
Funktionen: 


5. Summe, Differenz, Produkt zweier ganzen Funktionen 
sind wieder ganze Funktionen. 


Sind nämlich ®’, œ” zwei ganze Funktionen in 2, welche resp. 
den Gleichungen genügen 


a pojawi pie tt, 
a Hr ine" F bar = 0, 
so kann man, wenn man unter @,, ©, *'* Om die m — n'n” Produkte 
ara h =0,1, een —ı; h'=0,1, en" —1) 
und unter œ eine der drei Funktionen w' + œ”, œ'@” versteht, setzen 


0 ü, = %,ı 0, He FH 7m Om, 


A e An a e a a A EEE a od AA a 


O Om — Em, 101 + °'' + Im, m Om, 


worin die %,,„ ganze rationale Funktionen von z sind, und daraus 
erhält man 


Tı, ı — 0, %,2; + Ri m | 
Tə, 15 La, 2 — O, *** X%o,m bai 
Tm, 13 Tm, 23 *** Em, m — O 


also eine Gleichung für œ, deren Koeffizienten ganze rationale Funk- 
tionen von z sind. \ 

Als Korollar ergibt sich hieraus, daß jede ganze rationale Funk- 
tion von Funktionen in o selbst eine Funktion des Systems o ist. 

6. Eine ganze Funktion œ heißt durch eine andere ganze Funk- 
tion œw' teilbar, wenn ein dritte ganze Funktion œ” existiert, welche 
der Bedingung genügt 

oa — ww". 
Aus dieser Definition ergibt sich sofort: 

Ist œ teilbar durch w, ® durch œw”, so ist auch œw durch œw” 
teilbar. 

Ist © und œ” durch œw teilbar, so ist auch © + w” durch œ 
teilbar, und allgemein: sind ®,, @,, @,,::- durch œ teilbar, @1, @s, 
©, -beliebige Funktionen in o, so ist auch œ; @, +9, + 05 0 + 
durch œ teilbar. 
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7. Bilden die Funktionen 7,, Ns,'''m eine Basis von 2, so 
kann man (nach 3.) n von Null. verschiedene ganze rationale Funk- 
tionen von 2, @,, @g,*** An der Art bestimmen, daß 

9 = AN: O = Aa Na ° On = Amin 

ganze Funktionen sind, und diese bilden ebenfalls eine Basis von 2, da 

A (01, O3, On) = A Ag An A (Ma, Nas Mn) 
von Null verschieden ist. Es gibt also Basen von 2, @,, @3,*** @n, 
welche aus lauter ganzen Funktionen bestehen, und die Diskriminante 
einer solchen Basis ist, da © (®,@,) ganze rationale Funktionen von z 
sind, selbst eine von Null verschiedene ganze rationale Funktion von z. 
Jede Funktion von der Form 
(2) O = 2,9, + ty 0 He F En On, 
in welcher die &,, Xa,'*' %, ganze rationale Funktionen von z sind, 
gehört dann zu dem System v; aber es ist durchaus nicht notwendig, 
daß umgekehrt jede Funktion in o in dieser Form darstellbar sei. 

Nehmen wir lso an, es existieren in o noch andere Funktionen 
als die in der Form (2) enthaltenen, so müssen sich eine lineare 
Funktion z — c und gewisse ganze rationale Funktionen £}, &g,°** Zn, 
die nicht alle durch z — c teilbar sind, so wählen lassen, daß 

Lı O1 F La Og ++ Enn 

f: z—c 

eine ganze Funktion ist. Die Funktionen ®%,, %,*'* &n lassen sich 
nun auf ihre nicht sämtlich verschwindenden konstanten Reste c,, 
Ca, *** Cn in bezug auf z — c reduzieren, und daraus erhellt, daß auch 

— ^0 +08 Feee FCn On 

z—c 
eine ganze Funktion ist. Ist c, von Null verschieden, so bilden auch 
die n ganzen Funktionen 
© und @,, Oz, *** On 

eine Basis von & und zugleich ist nach $ 2 (13) 


A(o, Oa, A(s Og e @,), 


Ba 
+) (2 — — 0)? 
also von niedrigerem Grade als 4 (04, @,,'''@,), Da nun diese 
beiden Diskriminanten ganze rationale Funktionen von z sind, so 
gelangt man durch wiederholte Anwendung dieses Verfahrens schließlich 
zu einer aus ganzen Funktionen bestehenden Basis von Q, ©1, @, *** On, 
deren Diskriminante im Grade nicht weiter erniedrigt werden kann, 
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und welche folglich die Eigenschaft hat, daß jede Funktion w in o 
in der Form enthalten ist 


0 = 2,0, + a03 + + En On 
mit ganzen rationalen Funktionen von z als Koeffizienten. 
Ein solches System soll eine Basis von o genannt werden. 
Ist ©, ©, '** ©, eine Basis von o und 

O, = y1 0, H Lys +++ Lu nOn, @=1, 2,- n) 
so wird das System œ, @2,''* © dann und nur dann ebenfalls eine 
Basis von o bilden, wenn die Determinante der ganzen rationalen 
Funktionen v, v 

xX T ee %5,92°*" Inn 

eine von Null verschiedene Konstante ist. Denn nehmen wir an, 
es habe diese Determinante irgend einen Linearfaktor z — c, so lassen 
sich Konstanten Cj, Ca, -> Cn, nicht sämtlich verschwindend, so be- 
stimmen, daß die n ganzen rationalen Funktionen von z 


6, Li, +%%,.+ Tara F Crn %n,: 
durch z -—-c¢ teilbar werden (d.h. für z = c verschwinden); dann 
aber ist 
| C, 0, + Ca 03 ++ Cn On 
z—c 
eine ganze Funktion und mithin œi, @,*:: ©, keine Basis von v. 
Da nun andererseits 
A (01, @ ©) = X?’ A (01, Og, On) 
ist, so folgt, daß die Diskriminante einer Basis von o von einem 
konstanten Faktor abgesehen von der Wahl dieser Basis unabhängig 
ist. Man erhält also eine vollkommen bestimmte ganze rationale 
Funktion von z, wenn man in der Diskriminante einer beliebigen 
Basis von o den Koeffizienten der höchsten Potenz von z durch Division 
— 1 macht. Diese Funktion soll die Diskriminante des 
Körpers Q oder des Systems o genannt und mit 4 (Q) oder 
d (0) bezeichnet werden. 


§ 4. 


Die Funktionenmoduln. 


Wir betrachten im folgenden Systeme von Funktionen, welche 
wir Funktionenmoduln oder auch schlechtweg Moduln nennen und 
folgendermaßen definieren. Ein Funktionensystem (in 2) heißt 
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ein Modul, wenn sich die Funktionen desselben durch Addi- 
tion, Subtraktion und durch Multiplikation mit ganzen 
rationalen Funktionen von z reproduzieren. 

Bezeichnet man mit œ, œg, *:* & irgend m gegebene Funktionen, 
mit £i, Za, '*** Lm willkürliche ganze rationale Funktionen von z, so 
bildet der Inbegriff aller Funktionen von der Form 


w —= au tt + Im 
einen Modul. Ein solcher soll ein endlicher Modul genannt und mit 
a A Ee 
bezeichnet werden. Das Funktionensystem &,, œg, ... Œm heißt die 
Basis dieses Moduls. 

Wir wollen ein Funktionensystem &,, œs, '** æm rational irre- 
duktibel oder die Funktionen «&,, &,*':& rational unabhängig 
nennen, wenn eine Gleichung von der Form 

Lit F Taa ++ Emam = 0 
für rationale x nur dann bestehen kann, wenn x, = 0, £, = 0, + * £m = 0 
ist. Ein Funktionensystem, welches eine Basis des Körpers 2 bildet, 
ist daher stets rational irreduktibel, und es gibt kein System von 
mehr als n rational unabhängigen Funktionen in 2. 

Wir beweisen nun zunächst den Satz: 

1. Jeder endliche Modul besitzt eine rational irreduk- 
tible Basis. 

Der Beweis desselben ergibt sich unmittelbar aus dem folgenden 
Hilfssatz : | 

Sind die ganzen rationalen Funktionen %Yı,1, Y2,1,*** Ym,ı Ohne 
gemeinschaftlichen Teiler, so lassen sich andere ganze rationale 
Funktionen %ı,9, Yə,2,*** Ym,m SO bestimmen, daß 


til Ya,2 °°° Ym, m = 19) 


*) Der Satz ist richtig und bekannt für m = 2. Nehmen wir also an, er 
sei bewiesen für m — 1, so können wir, wenn d den größten gemeinschaftlichen 
Teiler von 41,1, Y2,1, *** Ym—ı,ı bedeutet, der Gleichung genügen 

Yı,1 9,17 °'' Ym—1,1 
Yı,3» Yo81" Ym—ı1,8 


mE 


O RT E E 


und wenn wir also die ganzen rationalen Funktionen x, y so bestimmen, daß 
č ym 1 = yd = (Im 
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Genügen nun die Funktionen «,, &,*'' m einer Gleichung 


En 0 = 0, 
i,m 


3 
in welcher die ganzen rationalen Funktionen y1,1 *** Ym,ı Ohne gemein- 
schaftlichen Teiler angenommen werden können, so setze man 


t 


P> Yı,2 4 = Ps; 
Din a = Bm; 
‚m 


dann ist der Modul [«,, &, &] völlig identisch mit dem Modul 
[Bs> Ps; Am], dessen Basis eine Funktion weniger enthält. Sind die 
Funktionen ß, noch nicht rational unabhängig, so kann man sie in 
derselben Weise weiter reduzieren, und gelangt schließlich, falls die 
Funktionen «œ, nicht sämtlich verschwinden (ein Fall, welchen wir 
von dem Modulbegriff ganz ausschließen wollen) zu einer irreduktibeln 
Basis. Wir werden in der Folge unter einer Basis schlechtweg stets 
eine irreduktible Basis verstehen. 

2. Obwohl man nach dem vorhergehenden für einen und den- 
selben Modul sehr verschiedene  irreduktible Basen auffinden kann, 
so ist doch die Zahl der Funktionen, die in einer solchen enthalten 
sind, stets dieselbe, da im entgegengesetzten Fall dasjenige Funktionen- 
system, welches mehr Funktionen enthält, nicht rational irreduktibel 
sein könnte. Sind also &j,'Œz,*** m; Bi, Bas *** Bm zwei irreduktible 
Basen desselben Moduls a, so ist, da sowohl die œ, als die fẹ in a 


enthalten sind: 
= 3 Bu Br = Sg” Cu, 


1,m 
worin die Koeffizienten p, q ganze rationale Funktionen von z sind. 
Hieraus aber folgt: i 


r: ® p® — 0 oder 1, 
ist, so folgt: 
Yı,1ı» Yaar Ym-ı1,1 Ym,ı 
TY Yaa |, Ym-nı 
RER t d RR. 
Yra Ya,37''' m—ı39 0 
Yı,m Ya,mı' Ym-ım 0 
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je nachdem h von % verschieden ist oder nicht, und daraus: 


DEPL. pP. DH. gm 1, 


und da beide A SAT ganze rationale Funktionen von z sind, 
so müssen sie beide konstant sein. 


3. Definition. Ein Modul a heißt durch einen Modul b teil- 
bar, oder b ein Teiler (Divisor) von a, a ein Vielfaches (Multi- 
plum) von b (b geht in a auf), wenn jede Funktion in a zugleich 
in b enthalten ist. b soll ein echter Teiler von a heißen, wenn a 
durch b teilbar, aber nicht mit b identisch ist *). 

Aus dieser Definition ergibt sich sofort: 

Ist a teilbar durch b, b teilbar durch c, so ist auch a teilbar durch c. 

4. Definition. Der Inbegriff m aller derjenigen Funktionen, 
welche zugleich in zwei Moduln a, b enthalten sind, bildet, falls er 
nicht aus der einzigen Funktion „Null“ besteht, einen Modul (nach der 
allgemeinen Definition), welcher das kleinste gemeinschaftliche 
Vielfache von u und b heißt, weil jeder Modul, welcher ein Viel- 
faches zugleich von a und von b ist, auch ein Vielfaches von m ist. Das 
kleinste gemeinschaftliche Vielfache von einer beliebigen Zahl von 
Moduln a, b, c,---ist dementsprechend der Inbegriff aller der Funk- 
tionen, die zugleich in a, b, c,---enthalten sind. Man kann dasselbe 
bilden, indem man nach Belieben je zwei der Moduln a, b, c,--- durch 
ihr kleinstes gemeinschaftliches Vielfache ersetzt. 

5. Definition. Ist « eine beliebige Funktion in a, ß eine 
beliebige Funktion in b, so bildet der Inbegriff aller Funktionen von 
der Form « + ß einen Modul b, welcher der größte gemeinschaft- 
liche Teiler der beiden Moduln a und b heißt. Derselbe ist, 
wenn a und b endliche Moduln sind, selbst ein solcher. Ist nämlich 


a = [e,, att ar], b = [B Pas °' Bol, 
= EN Cay ''* Ory Bis Ba; rai Bel 


Nach der Definition der Teilbarkeit ist d ein Teiler sowohl von 
a als von b. Ist umgekehrt d’ ein Teiler von a und von b, so sind 
die Funktionen œ sowohl als die Funktionen ß, mithin auch die 
Funktionen œ + ß in d’ enthalten; daher ist d durch d’ teilbar. 


so ist 


*) Der Begriff der Teilbarkeit der Moduln ist der von den Zahlen her ge- 
wohnten Anschauung zuwider gebildet, insofern der Teiler einen größeren Inhalt 
an Funktionen enthält als das Vielfache._ 


www.rcin.org.pl 


— 255 — 


Die Definition des größten gemeinschaftlichen Teilers einer be- 
liebigen Anzahl von Moduln ergibt sich hiernach von selbst. 

6. Definition. Ist a ein Modul, œ jede Funktion in a und u 
eine beliebige Funktion in 2, so verstehen wir unter dem Produkt ua oder 
au den Inbegriff aller Funktionen ug, welcher wieder ein Modul ist. Ist 


ı= [e, , Og, ** e Or] 


ein endlicher Modul, so ist 


wa = [ua way, + War], 
also ebenfalls ein endlicher Modul, und aus wa = ub folgt a = b, 
wenn u von Null verschieden ist. 
7. Definition. Sind a, b zwei Moduln, œ, 8 sämtliche Funk- 
tionen in a, resp. in b, so verstehen wir unter dem Produkt 
u er 


den Inbegriff aller Produkte einer Funktion œ und einer Funktion ß 
und aller Summen solcher Produkte, also sämtlicher Funktionen, welche 
durch das Zeichen 

r= Def 


bezeichnet werden können. 


Dieses Funktionensystem bildet jederzeit einen Modul, und zwar 
einen endlichen, wenn a und b solche sind. Sind nämlich a und b 
so definiert, wie in 5., so bilden die r-s Funktionen ø, ß, eine, wenn 
auch reduktible, Basis von c. Ein Produkt aus beliebig vielen Moduln 
a, b, c,.-- erklärt sich hiernach von selbst, und es gilt für dasselbe 
der Fundamentalsatz der Multiplikation von der Vertauschbarkeit 
der Faktoren. Sind die einzelnen Funktionen eines solchen Produkts, 
deren Anzahl m sei, einander gleich und — a, so wird dasselbe mit 
am bezeichnet, und es ist 


am tm! — gm gm, 


Im allgemeinen ist ein Produkt ab nicht durch a teilbar. Dagegen 
gilt der Satz, dessen Beweis sich unmittelbar aus der Definition ergibt: 


Ist a teilbar durcha,, b durch b,, so ist ab teilbar durch a,b.. 
8. Definition. Unter dem Quotienten = zweier Moduln a, b 


soll der Inbegiff aller derjenigen Funktionen y verstanden werden, 
welche die Eigenschaft haben, daß ya durch b teilbar ist. Dieser 
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Quotient ist, falls er nicht aus der einzigen Funktion „Null“ besteht, 


ein Modul c, was sofort aus der Definition erhellt. Das Produkt e a 


ist jederzeit durch b teilbar, wenn auch nicht immer gleich b. 


8 5. 


Kongruenzen. 
Zwei Funktionen «, ß heißen kongruent nach dem Modul a 
« = ß (mod. a), 
wenn die Differenz der beiden Funktionen, œ — ß, in dem Modul a 
enthalten ist. 

Aus dieser Definition ergeben sich unmittelbar die FRI S: Sätze: 

1. Ist & = f, ß=y (mod. a), so it «= y (mod. a). 

2. Ist d irgendein Teiler von a, so folgt aus « = ß (mod. a), 
daß auch œ = ß (mod. b) ist. 

3. Ist «= ß (mod. a), u eine beliebige Funktion in &, so folgt 
ua = uß (mod. sa), und umgekehrt folgt aus der letzteren Kongruenz 
die erstere, wenn u von Null verschieden. 

4. Ist « = ß, o, = ß, (mod. a), so ist auch œ + œ, = $ + ß, (mod. a). 

Sind A,, Aa, *** Am beliebig gegebene Funktionen in Q, C4, Ca, '** Cm 
willkürliche Konstanten, so heißt der Inbegriff aller Funktionen 
von der Form 

Ci Ait Cihat eie F OmAm 
eine Schar und wird mit (A,, Ag, *+* Am) bezeichnet. Das Funktionen- 
system A,, åz; *** åm heißt die Basis der Schar. Die Funktionen 
Ay, Ag, Am heißen linear unabhängig oder ihr System linear 
irreduktibel, wenn eine Gleichung (Identität) von der Form 
ELF FIIR 28 

nicht anders bestehen kann, als wenn die konstanten Koeffizienten 
Ci, C3; ** Cm alle verschwinden. 

Hiernach gilt der Satz, daß jede Schar eine linear irreduk- 
tible Basis besitzt. Denn ist c, 1, + C, åa ++ CmAm = 0 und 
c, von Null verschieden, so ist die Schar (A,, Ag, ''' Am) identisch 
mit der Schar (A,, Ay,+:-A„), deren Basis eine Funktion weniger 
enthält. Ist diese noch nicht linear irreduktibel, so kann man auf 
die gleiche Weise weiterschließen. Auch hier soll in der Folge unter 
einer Basis schlechtweg eine irreduktible Basis verstanden sein. Die 
Anzahl der Funktionen, welche in einer irreduktiblen Basis einer 
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Schar enthalten sind, ist stets dieselbe und heißt die Dimension 
der Schar. Ist m die Dimension, so heißt die Schar auch eine m-fache. 
Irgend m Funktionen einer solchen Schar bilden eine irreduktible 
Basis derselben dann und nur dann, wenn sie linear unabhängig sind. 

Die Funktionen A,, Ay, *** îm heißen linear unabhängig in 
bezug auf den Modul a, wenn eine Kongruenz von der Form 

CA, + Ca Aa ++ Cm Àm = 0 (mod. a) 
für keine anderen als verschwindende konstante Koeffizienten c,, 
Ca, *** Cm besteht. Zwei Summen von der Form Æ c, A, mit verschiedenen 
Werten der konstanten Koeffizienten c, sind dann auch stets inkon- 
gruent nach dem Modul a. 

Es seien nun a und b zwei Moduln, und es werde zunächst 
angenommen, es existieren in b nur eine endliche Anzahl von Funk- 
tionen Ay], Agy*'"Am, welche nach dem Modul a linear unabhängig 
sind. Jede Funktion ß in b genügt dann einer und nur einer Kon- 
gruenz von der Form 


B = c, å, + Ca Aa ++ Cm Am (mod. a) 
mit konstanten Koeffizienten C}, C3, +- Cm. Die Schar (A,, Ag, *** Am) 
kann daher ein vollständiges Restsystem des Moduls b nach 


dem Modul a und 2}, 23, *** âm eine Basis desselben genannt werden, 
und man kann in symbolischer Bezeichnung setzen: 


BZ (A, Ay,‘ A„) (mod. a). 
Wählt man in b irgendein System von m Funktionen A}, Ab, +-- A 
aus, so gelten m Kongruenzen 
An = X krn A, (mod. a) 


mit konstanten %k,,., und dies System bildet dann und nur dann eine 
Basis eines vollständigen Restsystems von b nach a, wenn die Determinante 


i tk ka a *** km, m 
von Null verschieden ist. 


§ 6. 
Norm eines Moduls in bezug auf einen andern. 


Ist (A), Ag, *** Am) ein beliebiges vollständiges Restsystem eines 
Moduls b in bezug auf einen andern a, so ergibt sich, weil zb durch b 
Dedekind, Gesammelte Werke, I. IT 
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teilbar ist, ein ganz bestimmtes System von m? Konstanten Ch, x, durch 
welches die Kongruenzen erfüllt werden: 


A, Gh t Gar Aaah rien 


Be ET Tage E e E s e DEN RN EL RT ae 


' Am Cim h + &,mAgt ‘+ Cmm Am 
und durch Auflösung dieses Systems erkennt man, daß jede Funktion A,, 
und mithin jede Funktion 8 des Moduls b durch Multiplikation mit 
der ganzen rationalen Funktion mte Grades von z 


6,1 — 2, 0,1 <.” Cm,1 
(6 a) = Ki 1)m 61,25 02,9 — 2, *** Cm,2 
u re 
| Cı,m; Ca, m; a er 


in eine Funktion des Moduls a verwandelt wird. Diese Funktion (b, a) 
ist, wie sich aus dem Multiplikationssatz der Determinanten leicht 
ergibt, von der Wahl der Basis A,, Ay, ‘Am unabhängig, also nur 
von den beiden Moduln a, b abhängig und soll die Norm von a in 
bezug auf b genannt werden. 

Ist jede Funktion in b zugleich in a enthalten, also b durch a 
teilbar,- so ist m = 0 und (b, a) = 1 zu setzen. Wenn dagegen b 
nicht, wie oben angenommen, eine endliche Anzahl in bezug auf a 
linear unabhängiger Funktionen enthält, dann soll festgesetzt werden, 
daß (b, a) — 0 sei. 

1. Ist m das kleinste gemeinschaftliche Vielfache, d der größte 
gemeinschaftliche Teiler von a und b, so ist jede Kongruenz zwischen 
Funktionen des Moduls d in bezug auf den Modul a vollkommen 
gleichbedeutend mit der Kongruenz derselben Funktionen nach dem 
Modul m; andererseits ist jede Funktion in b einer Funktion in d 
und umgekehrt jede Funktion in d einer Funktion in b kongruent 
nach dem Modul a. Aus diesen Bemerkungen ergibt sich sofort der 
wichtige Satz: 

(b, a) = (b, m) = (ð, a), 
welcher auch richtig bleibt, wenn (b, a) = O ist. 

2. Ist der Modula teilbar durch den Modul b, dieser 
durch den dritten Modul c, so ist 


(c, a) = (c, b) (b, a). 


www.rcin.org.pl 


— 259 — 


Der Satz ist offenbar richtig, wenn von den beiden Normen (& b), 
(b,a) eine verschwindet. Ist dies nicht der Fall und ist 


c = (0,3 09; °' Or) (mod. b), 
BZ (A, Ay,’ As) (mod. a), 


so sind die Funktionen g,, Qa, *** Or, Ay, Ay, A, Zusammengenommen 
linear unabhängig nach dem Modul a; denn ist 


X ceg + A cA = 0 (mod. a), 
so folgt, da a durch b teilbar ist und die Funktionen A. in b ent- 
halten sind, 


> c.o. = 0 (mod. b), mithin c, = 0, 


Soa = 0 (mod. a), mithin c, = 0. 
Da ferner jede Funktion y in c einer Kongruenz von der Form genügt: 
y = Xc o+ Dich, (mod. a), 
so ist die (r + s)-fache Schar (@,, Ọa,*'' Ọr, A, Aas + As) ein voll- 
ständiges Restsystem von c nach a, oder 


= (0,; 09, ''' Qr; A de; Bf Às) (mod. a). 
Ist daher 


29, = 6,101 He E er Qr + Ba 


20r = e,r 01 Feo &,r0r + Br 
worin die e,, Konstanten, die 8, Funktionen in b sind, also: 


ira tönt 


Be a a ES 


(c, b) DEN = 1) 


ferner: 
bi Zh,ılh+t::: + hu ıds 


Êr = hı,rk, LET hs, r As (mod. a) 
<A, = ĉi,1 À, + Kay +%1 A; 


UL EEE TE. a a, aaa a are Le 


Z Às = C1,s A, zg t + Cs, 5 As 
mit konstanten Koeffizienten ho», Cz, also 


Cri TA ei Oai 


(b, a) ea (+ 1) 
| C1,55 Are Cs, — Z 
170 
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nat tert ati ti 


R TAE TUAE N EA A See ee le Re ea em N St lan ae 8, a RR ie). 


2 Zar Q(ı ++ &,r0r + hı,rk, ne + Ps, r Ae 
i mod. a 
ZA, == Cirk ++ 5,1 Ås ( ) 
a e Ci, Aa t ‘+ Cee Ae 
und hieraus 
61,1 — 2, '°* Êr13 hı,ı, h,,ı 
ei, rs er, r —2, hı,r: ħs,r 
— (— r+8s , , , , — b b h 
G)=(-1) ee ME dee, 
0 0 C1,s} Css — Z 


3. Wenn die Basis-Funktionen ß,, ba, ß, eines endlichen Moduls 
b — [ß,, ba, +++ bs} durch Multiplikation mit von Null verschiedenen 
ganzen rationalen Funktionen von z in Funktionen eines Moduls a 
verwandelt werden können, so ist die Norm von a in bezug auf b, 
(b,a) von Null verschieden. Zugleich ist das kleinste gemeinschaft- 
liche Vielfache von a und b ein endlicher Modul m, von dem eine 
irreduktible Basis in der Form angenommen werden kann: 


ui = t1 f1» 
Us = 1,2 B1 + ao Êa, 


e ET EE E E. SER ear k WE LOEN a e. S eu TT: 


Us = 4Aı,s p: + As, s ba ++ Qs, s bs, 
worin die Koeffizienten &@,„,„ ganze rationale Funktionen von z sind, 
und zwar so, daß 
(b, a) = Ai, 1 A22 As, s. 
Zum Beweise dieses wichtigen Theorems nehmen wir an, es sei 
a, der größte gemeinschaftliche Teiler von a und [ß,], a, der von a, 
und [ß,] u.s.£., so daß a, der Inbegriff aller Funktionen von der Form 


ær = at Yı Bı tt Yr Pr 


ist, wo œ eine Funktion in a, %,,-:- Y, ganze rationale Funktionen 
von z sind. Es ist dann a, der größte gemeinschaftliche Teiler von 
a und b. Da nun jeder Modul a, durch den folgenden a,;, teilbar 
ist, so folgt aus 1. und 2. 


(b, a) — (s, a) (as, Agi) (hai, as—2) (ts a), 
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und es handelt sich also noch um die Bestimmung von (a,, a,_ı). 
Es ist aber 
ær = Or—ı F Yr br EU br (mod. dr); 

und nach der Voraussetzung gibt es eine von Null verschiedene ganze 
rationale Funktion x, von 2, für welche 

x Br, = 0 (mod. a), 
also auch 

x. Br = 0 (mod. 4-1). 
Ist nun a,, unter allen der letzteren Kongruenz genügenden Funk- 
tionen x, eine von möglichst niedrigem Grade m,, die zugleich so 
angenommen sei, daß der Koeffizient der höchsten Potenz von z = 1 
ist, so sind alle andern dieser Kongruenz genügenden Funktionen x, 
durch a,, teilbar; denn es ist für ein beliebiges ganzes rationales q 


(2, — qar r) Pr = 0 (mod.a,_ı), 
und wenn x, nicht durch a,,, teilbar ist, so läßt sich g so wählen, 


daß x, —qa,, von niedrigerem Grade wird als a,,,, gegen die Vor- 
aussetzung. 


Setzt man also 
Yr = 4%, r + dr,r 
und bestimmt g so, daß der Grad von b,,, kleiner als m, wird, so folgt: 


a == brr br (mod. a.) 
und hieraus 


a, = (br, z Br, +. 2m 1 B,) (mod. a,—1). 
Wenn man daher für den Augenblick setzt: 


Qr, r = Co +e He H Cm, 12r 71 am, 


Ar EA Br; 
so folgt: 
a MA Ze Ag 
mn, = — Cy À, — Ci hg — — Cm, —1ı m, (mod. a,_,) 
also : 
— z, e j 0 
0, — z, i; 0 
(a,, Apa) == (— 1)" E A Er I E E E E O E oe = Arr- 
0, 0, 0, 1 
a Man ed E Cm, —1 — Z 
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Hieraus ergibt sich wie in 2., daß das Funktionensystem 
Bi, 2 Bi e mT pi; 
Ps; 2 By, RET TAa 


ee tale ber) Take ad 


Bs, Z bs, sad RT Bs, 
eine Basis eines vollständigen Restsystems von b nach a bildet, und daß 


Ca Qi, 1 @2,2 ** t Qs, s 


, 


vom Grade m = m, +m, +-+ m 


ist. 
Da nun a,,ß, = 0 (mod. a,_,), so läßt sich eine Funktion u, 
in a und ganze rationale Funktionen a, , so bestimmen, daß 


ur = @,r ßı TE Mo, r Ba Fl Orr br 


wird; die auf diese Weise bestimmten Funktionen 


u = Ayıßı, 
wa = Q2 Bi + aa Ps 


Us = @i,s ß, er Os, s ba RAR Ass Ês 

sind, da keine der Funktionen a,,1,':-@,,, verschwindet, rational un- 
abhängig und sind sämtlich zugleich in a und in b, also auch in dem 
kleinsten gemeinschaftlichen Vielfachen m dieser beiden Moduln ent- 
halten. Es ist noch nachzuweisen, daß dieselben eine Basis von m bilden. 

Es sei m, das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von a und 
[Bı; Bes‘ Pr) Ms = m, so daß unter den Moduln m,, m,, --- m, jeder 
durch alle folgenden, als auch durch m teilbar ist, und 


Vr = 21 Bi F Za Ba Heee F 2r br 
eine Funktion in m,, also auch in a. 
Es ist hiernach 

Pr = 0 (mod. a,_ı,), 


also 
Ar = Kr Arr, 


worin x, eine ganze rationale Funktion bedeutet. Daher ist 
V, — t, U, = O (mod. m,—1), v, — X, t, = O, 
woraus folgt: 
Vr = Bity F Za a H't F Ertir, 
er; Lan» Uas tt Ur), 
m = |ui Matt Mel 


also: 


WA D w. 
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Hiernach enthält eine irreduktible Basis des Moduls m genau 
ebenso viele Funktionen wie eine irreduktible Basis von b. Wählt 
man statt der Basis u., u,‘ Us eine andere ui, Wa ++ us, so läßt 
sich u, a, +: us in der Form ausdrücken 


u = at pa + aß ++ a Be 
mit ganzen rationalen Koeffizienten œg, und aus § 4, 2. ergibt sich‘ 
(6,9) = konst. >, Ea 105. o Ge 
4. Machen wir insbesondere die Annahme, es sei a gleichfalls 
ein endlicher Modul, der eine irreduktible Basis von ebenso vielen 
Funktionen besitzt wie b, und es sei außerdem a teilbar durch b, 
dann lassen sich, wenn 
a = [a Oi, s] 
ist, die ganzen rationalen Funktionen b, von z so bestimmen, daß 


œr = bı, Br + ba, Ba + + du, Bs, 

und die Voraussetzung von 3., daß die Funktionen ĝ, durch Multi- 
plikation mit ganzen rationalen Funktionen von z in Funktionen des 
Moduls a verwandelt werden können, ist erfüllt, wie man durch 
Auflösung dieses Gleichungssystems erkennt. Zugleich ist hier a selbst 
das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von a und b, und daraus 
ergibt eich: Id 

5. Ist m das kleinste gemeinschaftliche Vielfache zweier Moduln 
a, b und v eine beliebige Funktion in 2, so ist, wie sich aus der 
Definition ohne Schwierigkeit ergibt, vm das kleinste gemeinschaft- 
liche Vielfache von va und vb. Ist (b,a) = 0, so ist auch (vb, va) = 0. 
Ist aber (b,a) und v von Null verschieden, so ergibt sich 

(vb, va) = (b, a), 
wenn man in 3. die Basis-Funktionen u, ß., von m und b durch vu, 
v ß, ersetzt. 
87 


Die Ideale in 9. 


Ein System a von ganzen Funktionen von z im Körper Q heißt 
ein Ideal, wenn es die beiden folgenden Bedingungen erfüllt: 
I. Summe und Differenz je zweier Funktionen in a ergeben wieder 
eine Funktion in a. 
Il. Das Produkt einer jeden Funktion in a mit einer jeden 
Funktion in o ($ 3) ist wieder eine Funktion in a. 
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Jedes Ideal ist also zugleich ein Modul und alle für die Moduln 
erklärten Begriffe und Bezeichnungen können auf die Ideale ange- 
wandt werden. 

Der Modul o (das System aller ganzen Funktionen von z) ist 
selbst ein Ideal, und jedes Ideal ist durch o teilbar. Ebenso 
ist, wenn u eine beliebige von Null verschiedene Funktion von o be- 
deutet, der Modul ou (das System aller durch u teilbaren ganzen 
Funktionen) ein Ideal. Ein solches Ideal soll en Hauptideal 
genannt werden. Ist ®,, @, ... ©, eine Basis von v, so ist 


ou = [0 u, Oal, ... nu] 
und vu ist das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von o und ou. 
Daher ist nach § 6, 4. und nach der Definition (4.) in § 2: 
(1) (0, ou) = konst. N (u) 
und mithin von Null verschieden. 

Ist a irgend ein Ideal und « eine beliebige Funktion in a, so ist 
(wegen Il.) das Hauptideal vg teilbar durch a, und mithin nach $ 6, 2.: 
(2) (0, oœ) = (0, a) (a, oa), 
mithin auch (0, a) von Null verschieden. Da nun wieder a das kleinste 
gemeinschaftliche Vielfache von a und o ist, so besitzt a nach $ 6, 3. 
eine irreduktible Basis, welche aus n ganzen Funktionen «,, Œg, ..- & 
besteht, die demnach auch eine Basis des Körpers Q bilden. 

Die Norm von a in bezug auf v, d. h. die ganze rationale Funktion 
. (0, a) von z soll die Norm des Ideals a genannt und mit N (a) be- 
zeichnet werden. Der Grad dieser ganzen rationalen Funktion heißt 
zugleich der Grad des Ideals a. 

Ist 


Ge PR ee a n] 
und 


&, = 4,10, + 9,1 Oa + PEA + Om,ı On, 
% = 41,90, 44,930, + '''+ An, 2 On, 


On = G1,n®@, + Ao, nO + "+ An,n@n 
mit ganzen rationalen Koeffizienten a, ,, so ergibt sich aus $ 6, 4.: 
(3) N (oe), = konst. 4a N, PETT, 
Da jede Funktion in o, also auch die Funktion „1“ durch Multi- 


plikation mit N (a) in eine Funktion des Ideals a verwandelt wird, 
so ist N (a) stets eine Funktion in a. 
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Die Norm des Ideals o ist gleich 1 und umgekehrt ist o das 
einzige Ideal, welches diese Eigenschaft hat. Auch ist o das einzige 
Ideal, welches die Funktion „1“ (oder eine Konstante) enthält. 

Ist œ eine Funktion in a, so folgt aus (1), (2), (3): 


(4) N («) = konst. N (a) (a, 0%), 


d. h. die Norm einer jeden in a enthaltenen Funktion ist durch die 
Norm von a teilbar. 

Für die Kongruenzen in bezug auf einen Idealmodul gilt der 
folgende Satz, welcher die Ideale wesentlich von den allgemeinen 
Moduln unterscheidet. 

Sind u, u, v, v, Funktionen in v, welche den Kongruenzen genügen 

u= u, v= r (mol. a), 
so ist auch 
i uv = u,v, (mod. a). 


§ 8. 


Multiplikation und Teilung der Ideale. 


Aus den Grundeigenschaften I., II. der Ideale und aus den Be- 
griffsbestimmungen in § 4 ergibt sich zunächst : 

1. Das kleinste gemeinschaftliche Vielfache, der größte gemein- 
schaftliche Teiler, das Produkt von zwei (und also auch von beliebig 
vielen) Idealen sind selbst Ideale. Ebenso ist, wenn v eine Funktion 
in o, a ein Ideal ist, das Produkt av ein Ideal. 

2. Das Produkt aus mehreren Idealen ist durch jeden seiner 
Faktoren teilbar, und es ist für jedes Ideal a. 

a = Q; 
denn nach I., II. ist jede Funktion in ao zugleich eine Funktion in a, 
und, da o die Funktion „1“ enthält, auch umgekehrt jede Funktion 
in a zugleich eine Funktion in ao. 

3. Ein Hauptideal vu ist dann und nur dann teilbar durch ein 
Hauptideal ov, wenn die ganze Funktion u teilbar ist durch die 
ganze Funktion v. 

Wir fügen noch folgende Definitionen hinzu: 


4. Definition. Eine Funktion «œ in o soll durch das Ideal a 
teilbar heißen, wenn das Hauptideal oœ durch a teilbar, oder, was 
dasselbe sagt, wenn œ eine Funktion in a ist. 
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5. Definition. Zwei Ideale a, b heißen relativ prim, wenn 
ihr größter gemeinschaftlicher Teiler o ist. Die notwendige und 
hinreichende Bedingung dafür ist, daß in a eine Funktion «, in b 
eine Funktion ß existiert der Art, daß 

o+ß=|], 
oder, anders ausgedrückt, daß in a eine der Kongruenz œ = 1 (mod. b) 
oder in b eine der Kongruenz ß = 1 (mod. a) genügende Funktion 
existiert. 

6. Definition. Ein von o verschiedenes Ideal p heißt ein Prim- 
ideal, wenn kein anderes Ideal außer p und o in p aufgeht. 

Auf Grund dieser Definitionen ergeben sich nun die folgenden 
Sätze über die Teilbarkeit der Ideale. | 

7. Sind a, b zwei Ideale mit dem kleinsten gemeinschaftlichen 
Vielfachen m und dem größten gemeinschaftlichen Teiler d, so folgt 
aus'S.6, 1,2, 

N (m) = N (b) (b, m) = N (b) (b, a), 

N (a) = N WO, a) = N (©) (b, a), 
folglich (b, a) von Null verschieden und 
N (a) N(b) = N (m) ND). 
8. Ist das Ideal a teilbar durch das Ideal b, so ist, nach $ 6, 2. 
N (a) = (b, a) N (b), 
‚also N (a) teilbar durch N (b). 

Ist insbesondere (b, a) — 1, so ist auch b teilbar durch a, und 
es folgt: 

9. Ist a teilbar durch b und ist zugleich N (a) = N (b), so ist 
a = b, d. h. beide Ideale sind identisch. 

10. Ist a teilbar durch a, b durch b,, so ist ab teilbar durch 
ab, (§ 4, 7). 

11. Ist ein Ideal a teilbar durch ein Hauptideal ou, so sind 
alle Funktionen in a von der Form ßu, und der Inbegriff der Funk- 
tionen ß ist wieder ein Ideal b, so daß man setzen kann 

“= wb. 

12. Ist u eine beliebige von Null verschiedene Funktion in o 
und das Ideal au teilbar durch das Ideal bu, so ist a teilbar durch b, 
und aus au — bu folgt a = b. 
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13. Das kleinste gemeinschaftliche Vielfache zweier Ideale a, ov, 
davon eines ein Hauptideal ist, hat nach 11. die Form tv, worin rt 
ein Ideal ist. Da andererseits av ein gemeinschaftliches Vielfache von a 
und ov, also durch rv teilbar ist, so ist nach 12. r ein Teiler von a. 

14. Ist a ein Ideal, v eine Funktion in o, so ist nach $ 6, 2., 5.: 
(0, av) = (0, ov) (ov, av) = (0, ov) (0, a), 
also 
N (av) = konst. N (a) N (v). 

Ist also rv das kleinste gemeinschaftliche Vielfache, d der größte ge- 
meinschaftliche Teiler der beiden Ideale a, ov, so ergibt sich aus T. 
N@= NWN). 

15. Jedes von o verschiedene Ideal a ist durch ein Primideal p 
teilbar. 

Ist nämlich a kein Primideal, so hat es mindestens einen von v 
verschiedenen echten Teiler, und von diesen sei p ein solcher, dessen 
Norm von möglichst niedrigem Grade ist. Dieser kann keinen von o 
verschiedenen echten Teiler p' haben, denn es wäre auch p’ ein Teiler 
von a und zugleich (nach 8.) N (p') von niedrigerem Grade als N (p). 
Dies widerspricht der Voraussetzung über p, und folglich ist p ein 
Primideal. 

16. Ist a relativ prim zu b, so ist ab das kleinste gemeinschaft- 
liche Vielfache von a und b, und folglich ist jedes durch a und 
durch b teilbare Ideal auch durch das Produkt ab teilbar. 


. Denn nach Voraussetzung gibt es in a, b zwei Funktionen œ, ß, 
der Art, daß 


~ + = 1 
ist (5.). Ist andererseits « =— ß eine Funktion des kleinsten gemein- 
schaftlichen Vielfachen m von a und b, so ist hiernach 


&« = P = ~p + aß, 
also eine Funktion in ab. Es ist demnach m teilbar durch ab, und da 
umgekehrt (zufolge 2.) ab durch m teilbar ist, so ist m mit ab iden- 
tisch, und aus 7. folgt noch für diesen Fall 
N (ab) = N (a) N (b). 
17. Ist a ein beliebiges Ideal, p ein Primideal, so ist entweder a 
durch p teilbar oder a relativ prim zu p; denn da p keinen anderen 


Teiler hat als o und p, so kann auch der größte gemeinschaftliche 
Teiler von a und p kein anderer sein als o oder yp. 
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18. Ist a relativ prim zu b und zu c, so ist a auch relativ prim zu bc. 
. Nach Voraussetzung (5.) gibt es in b,c zwei den Kongruenzen 
ßp=1l y= 1 (mod. a) 
genügende Funktionen, folglich nach § 7 
by = 1 (mod. a). 
Da 8» in bc enthalten ist, so ist hiermit die Behauptung erwiesen. 

Es folgt hieraus noch, daß, falls das Produkt ab durch ein 
Primideal teilbar ist, wenigstens einer der beiden Faktoren a, b durch p 
teilbar sein muß, und, auf Hauptideale angewandt, daß, wenn das 
Produkt zweier ganzen Funktionen, uv, in p enthalten ist, wenigstens 
der eine der beiden Faktoren u, v in p enthalten sein muß. 

19. Ist a relativ prim zu c und ab durch c teilbar, so ist b durch c 
teilbar. Nach Voraussetzung gibt es in a eine Funktion œ, welche 
der Kongruenz genügt 

«= 1 (mod. c). 
Ist nun ĝ eine beliebige Funktion in b, so ist hiernach 
b = « ß und nach Vor. = 0 (mod. ce), 
folglich $ in c enthalten, also b durch c teilbar. 


š 89. 
Gesetze der Teilbarkeit der Ideale. 

Alle diese Sätze, die sich meist unmittelbar aus der Definition 
der Ideale ergaben, reichen nicht aus, um die vollständige Analogie 
zu beweisen, die zwischen den Gesetzen der Teilbarkeit der Ideale 
und denen der ganzen rationalen Funktionen herrscht. Wir stützen 
uns bei diesem Beweis auf folgenden Satz: 


1. Ist aein Ideal und k eine beliebige ganze rationale 
Funktion von z, so läßt sich in a eine Funktion œ so aus- 
wählen, daß (a, oœ) mit k keinen Teiler gemeinschaft- 
lich hat”): 

Ist nämlich 

Fe 


ET Be ls 
*) Die Möglichkeit, diesen Satz schon an dieser Stelle zu beweisen, unter- 
scheidet wesentlich die Theorie der algebraischen Funktionen von der der alge- 


braischen Zahlen und gestattet bei ersterer eine nicht unerhebliche Vereinfachung 
im Vergleich mit letzterer. 
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und « eine beliebige Funktion in a, so lassen sich die ganzen ratio- 
nalen Funktionen æ», so bestimmen, daß 
00, = %1,1 1 F %,ı% ++ En, 1 On, 


008, == Yı, 2 i + Tas Aa He i Ln, 2 On, 


20m = Ti, n A + Ta, n Xa +++ Tn, n Xn, 
und es ist (§ 6, 4.) 
(0, 66) = kont, D E ni a3 
Ist nun © + &,,1%,9... Enn durch einen Linearfaktor 2—c von k 
teilbar, so läßt sich eine nicht durch z — c teilbare Funktion œ in o 
und eine Funktion «' in a so bestimmen, daß 
«o = (z — c)«*). 
Setzt man nun, indem man unter ¢ eine unbestimmte Konstante versteht: 
t(z—6)— vo = w’, 
so ist 
N (0') = t (z— or + ati (z— ept + -e + anitz — e) + an, 
worin die von ¢ unabhängigen Koeffizienten @,, @,, ... @n ganze ratio- 
nale Funktionen von z sind. Es kann nun nicht zugleich a, durch 
2—c, a, durch (z — c), ..., @, durch (z — c)” teilbar sein, weil sonst 


gegen die Voraussetzung s i eine ganze Funktion wäre (§ 2, 5., 


z 
§ 3, 4.) Daher lassen sich nicht alle Glieder von N (w') durch 
(z — 6)" teilen, und wenn also (z — c)}}—” die höchste Potenz von z — c 
ist, durch welche dieselben teilbar sind, so ist r > 0 und 
re He t t brit +b = fC) 

worin die ganzen rationalen Funktionen b}, b3, ... On nicht alle für 
z — c verschwinden. Es gibt daher nur eine endliche Anzahl von 
konstanten Werten t, für welche f(t) durch z— c teilbar ist. Ist 


*) Wenn nämlich die Determinante X + %,1 Doa e Inn durch z — c teil- 
bar ist, d. h. für z = c verschwindet, so kann man ein System von Konstanten 


Cis C23 »*» Cn, die nicht sämtlich verschwinden, so bestimmen, daß die ganzen 
rationalen Funktionen 


tot tan “=1,2...n 
für z = ce verschwinden, also durch z — c teilbar sind, und es ist dann 


u hen Cy 01 -F Cg @g ++ enon 
zu setzen. 
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2 —c' ein von 2— c verschiedener Linearfaktor von k, so wird f(t) 
auch nur für eine endliche Anzahl von Werten it durch z— c’ teilbar. 
Daraus folgt, daß man über ¢ so verfügen kann, daß N (w') nicht 
durch (z — c)? und zugleich durch keinen anderen Linearfaktor von k 
teilbar wird *). Setzt man, wenn dies geschehen, 

ta— u —=«", 
welches ebenfalls eine Funktion in a ist, so folgt 


le (2 Sa e)a", 
m — Ne) Nw) 
er m 
und mithin, da nach § 7, (4) 
(a, oœ) = konst. vn 
run (o, oa) N (w) 


(a, oœ") = konst. 


Die Funktion (a, oœ”) enthält daher den Faktor z — c mindestens 
einmal weniger als (a, o«), während sie zugleich keinen anderen Linear- 
faktor von k öfter enthält als (a, oœ). Durch wiederholte Anwendung 
dieses Verfahrens ergibt sich die Richtigkeit des ausgesprochenen 
Satzes. , 

2. Jedes Ideal a kann als größter gemeinschaftlicher Teiler 
zweier Hauptideale ou, ov dargestellt werden, von denen das eine 
ganz beliebig, nur teilbar durch a, angenommen werden kann. 

Beweis. Man wähle nach Belieben in a eine von Null ver- 
schiedene Funktion v, und eine zweite Funktion u derart, daß die 
beiden Funktionen (a, o v) und (a, o u) keinen gemeinschaftlichen Teiler 
haben (nach 1.). Ist nun « eine beliebige Funktion in a, so ist nach 
86 (a, ou)a in ou, (a, ov)« in ov enthalten, so daß es zwei Funk- 
tionen œ, ©’ in o gibt, für welche 

(a,ou)e = uw, (0v)a—= vo. 
Wählt man daher, was nach der Voraussetzung über (a, ou), (a, ov) 
. möglich ist, zwei ganze rationale Funktionen g, h von z, welche der 
Bedingung genügen 
g (0, ou) + h (a, ov) = 1, 
so folgt 
« = guo + hvo), 


*) Diese Schlüsse gelten in der analogen Frage der Zahlentheorie nicht mehr. 
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d. h. a ist teilbar durch den größten gemeinschaftlichen Teiler von ou 
und ov. Und da letzterer umgekehrt durch a teilbar ist (weil oa 
und ov durch a teilbar sind), so ist er gleich a, w. z. b. w. 


3. Jedes Ideal a kann durch Multiplikation mit einem Ideal m 
in ein Hauptideal o u = am verwandelt werden. 


Beweis. Man wähle (nach 1.) in a eine Funktion u so, daß 
(a,ou) keinen Teiler mit N (a) gemein hat, hierauf eine zweite Funk- 
tion v so, daß (a, ov) mit (a, ou) keinen Teiler gemein hat. Dann 
ist (nach 2.) a der größte gemeinschaftliche Teiler von ou und ov. 
Das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von ou und ov ist (nach 
$ 8, 13) von der Form mv, worin m ein Teiler von vou ist. Nach 
§ 8, 14 ist alsdann 


N (m) = =) 


also, nach Voraussetzung, ohne gemeinschaftlichen Teiler mit N (a). 
Bestimmt man also wieder zwei ganze rationale Funktionen g, h von 2, 
so daß 

gNmM-+hN()=|1, 
so folgt aus $ 8, 5, da N(m) in m, N (a) in a enthalten ist, dab m 
und a relative Primideale sind, und daraus, nach $ 8, 16. 

N (ma) = N (m) N (a) = N (0u). 
Da nun ou durch m und durch a, also auch durch ma teilbar ist 
(§ 8, 16.), so ist nach § 8, 9, 
ma ou, 

W. Zb. w.*). 

4. Ist ein Ideal c teilbar durch ein Ideal a, so gibt es ein und 
nur ein Ideal b, welches der Bedingung 


abet 
genügt, welches der Quotient von c durch a heißt. 
Ist ab teilbar durch ab’, so ist b teilbar durch b', und aus 
ab —= ah folgt b =. 
Beweis. Es sei c teilbar durch a und (nach 3.) am = ou. 
Es ist alsdann auch cm teilbar durch am = ou und folglich cm — bu 


*) Man kann das Ideal m zugleich so wählen, daß es relativ prim zu einem 
beliebigen Ideal b wird. Dies wird erreicht, wenn man die Funktion « so an- 
nimmt, daß (a,0«) = N(m) keinen Teiler mit N (a) N(b) gemein hat ($8, 8.). 
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(§ 8, 10., 11.); also, durch Multiplikation der letzten Gleichung 
mit a, 

cu = abu 
und nach $ 8, 12. RN 
womit der erste Teil des Satzes bewiesen ist *). 

Ist ferner ab teilbar durch ab’, so ist ($ 8, 10.) ub teilbar durch 
ub, also b durch b. — Ist ab = ab), so folgt ub = ub' und mithin 
bb (SB), 

5. Jedes von o verschiedene Ideal ist entweder ein Primideal, 
oder es läßt sich, und nur auf eine Weise, als Produkt von lauter 
Primidealen darstellen. 

Beweis. Ist das Ideal a von o verschieden, so ist es ($ 8, 15.) 
durch ein Primideal p, teilbar, und folglich (nach 4.) = p,a,, worin a, 
ein echter Teiler von a ist (denn aus a, = a würde nach 4. folgen 
p, = 0). Es ist also der Grad von N (a,) niedriger als der von N (a). 
Ist a, von o verschieden, so schließt man ebenso, daß a, = P,a, sein 
muß, wobei der Grad von N (a,) wieder niedriger ist als der von 
N (a). Fährt man auf diese Weise fort, so gelangt man schließ- 
lich nach einer endlichen Anzahl von Zerlegungen zu einem Ideal 
a,_ı = p,a, derart, daß N (a,) = 1, also a, —= o ist. Es ist daher 

r a = PP... Pr 
Wäre eine solche Zerlegung auf eine zweite Art möglich, etwa 
Pi Pa ee Pr = 419g ++ Ass 
so müßte (§ 8, 18.) von den Primidealen p,, Pa, -.. p, mindestens eines, 
etwa p, durch q, teilbar und also = q, sein, also nach 4. 
Poa Pa -+e Pr = 0945 +++ Ase 
Hieraus schließt man ebenso p, — qa ust. 

Faßt man in der so gewonnen Zerlegung die einander gleichen 

Primideale zu Potenzen zusammen, so kann man setzen 


gia papa... pir. 

Irgendein Teiler a, von a kann dann durch kein von p}, Pa... Pr 
verschiedenes Primideal und durch keines öfter als a teilbar sein. 
Man erhält also die sämtlichen Divisoren von a, deren Anzahl end- 
lich, und = (e, + 1) (e, + 1)...(e, + 1) ist, wenn man in 

ph prz T pr 

*) Diese Definition des Quotienten zweier Ideale stimmt mit der in § 4, 8. 

gegebenen völlig überein. 
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die Exponenten k, die Reihe der Zahlen 0, 1, 2, ... e, durchlaufen läßt 
(wobei unter p° das Ideal o zu verstehen ist). Sind a, b zwei Ideale 


a pipa... pir; pii piz... pir 
(worin die Exponenten e, f auch zum Teil Null sein können), so erhält 


man den größten gemeinschaftlichen Teiler und das kleinste gemein- 
schaftliche Vielfache von a und b in der Form 


poa poa... Rir, 
wenn man für 9,, Ja --. 9r für ersteren die kleinsten, für letzteres 
die größten unter den Zahlen e,, fi; €a fa} --- €m fr nimmt. 

6. Sind a, b irgend zwei Ideale, so ist allgemein 

N (ab) = N (a) N (b). 

Beweis. Es sei, wie in 5., a — pū, so gibt es, weil a, ein 
echter Teiler von a ist, in a, eine durch a nicht teilbare Funktion 7. 
Das kleinste gemeinschaftliche Vielfache und der größte gemeinschaft- 
liche Teiler von a und on sind bzw. p,n und a, wie sich (nach 5.) 
sofort aus der Zerlegung von a und on in ihre Primfaktoren ergibt. 


_ Hieraus folgt aber nach $ 8, 14. 


N(e) = N (p) N (a,). 
Durch Wiederholung desselben Schlusses für a, usf. ergibt sich, wenn 
ne E PE 
N (a) = N (v) N (pa) --- N (p) 
N (ab) = N (a) N (b). 

7. Jedes Primideal ist ein Ideal ersten Grades (§ 7) und um- 
gekehrt, jedes Ideal ersten Grades ist ein Primideal *). 

Beweis. Ist p ein Primideal, so ist N (p) durch p teilbar, und 
daher wenigstens einer der Linearfaktoren von N (p), etwa z — c, durch p 
teilbar (§ 8, 18.) Ist œ eine beliebige Funktion in o, welche der 
Gleichung genügt: 

oa" aa ET a + m = O 
so erhält man daraus, indem man die ganzen rationalen Funktionen Q, 
Qa, -.. An auf ihre konstanten Reste aW, aW, ... a nach z — c redu- 
ziert, und die ganze Funktion 


wr + aO on +. + aW o + aW) 


und daraus 


*) Durch diesen Satz unterscheidet sich die Theorie der algebraischen Funk- 
tionen wesentlich von der analogen Theorie der algebraischen Zahlen. 
Dedekind, Gesammelte Werke, I. 18 
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in ihre Linearfaktoren (œ — b,), (@ — b,),...(@ — bn) zerlegt: 
(oa — b) (—b,) ...(@—b,) = (z — c) o' = 0 (mod. p). 

Es muß also wenigstens einer der Faktoren œ — b,, ®—b,,... 

durch p teilbar sein, d.h. es ist 
= b (mod. p), 

worin b eine Konstante bedeutet. Da hiernach jede Funktion in o 
kongruent einer Konstanten ist (mod. p), so ist nach § 6 (o, p) = N (p) 
= 2—c eine lineare Funktion von z, wodurch der erste Teil der 
Behauptung erwiesen ist. 

Umgekehrt: ist q ein Ideal ersten Grades, und 

N (9) le Zee, 
so ist q gewiß durch ein Primideal p teilbar, und da N (q) durch 
N (p) teilbar ist, so ist (N (p) = N (qa) = z — c, also ($ 8, 9.) 
4 

Es ergibt sich hieraus, daß der Grad eines Ideals gleich ist der 
Anzahl der Primfaktoren, in welche sich dasselbe zerlegen läßt. Ist 
daher 

0(2— c) = pa ph pe... 

yor 6 Ara apresie kr pA 
Es folgt ferner noch, daß eine ganze rationale Funktion von z 
dann und nur dann durch ein Primideal p teilbar ist, wenn sie durch 
die Norm von p teilbar ist. 


§ 10. 


Die komplementären Basen des Körpers 2. 


1. Definition. Bilden die Funktionen œ., œa ... æn eine Basis 
von &, und setzt man zur Abkürzung 


K (Or &) = Qr, s = Qs, r, 
A (a Og; ... &n) == > 40,109: Gun =@ (8 2), 
so läßt sich, da æ von Null verschieden ist, ein ganz bestimmtes 
Funktionensystem «i, &,...c, aus den linearen Gleichungen bestimmen 


(1) ær = pra 4,0, 
1,n 
und da 


l 
PC a e in 
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von Null verschieden ist, so bilden die Funktionen «i, œs, ... œn eben- 
falls eine Basis von 2. Diese soll die zu «,, &,... & komplemen- 
täre Basis heißen. 


2. Bezeichnet man, wenn die Indizes r, s der Zahlenreihe 1, 2...” 
angehören, mit (r, s$) die Zahl 1 oder 0, je nachdem r, s gleich oder 
verschieden sind, so ist 


(2) S (u) = (r, 8), 
denn durch Auflösung der Gleichungen (1) folgt 


Os ary > Aus 04; 

Qr, s = Or; a Ar, ı Gy, SEE (r, s), 
hieraus : 

Orts = Dias; S (ert) = Dias ur = (r, 8). 
Genügt umgekehrt ein Funktionensystem ß, den Bedingungen S (ær ß,) 
= (r, 8), so ist Bs = «s; denn setzt man b, = © b, so, so folgt 
wegen (2). 
Ori R S (Bs Or) Me (r, s). 

Daraus folgt unmittelbar, daß die Beziehung der œ, zu den œ, eine 
gegenseitige ist, d. h, daß die Basis œ., œ, ... œn komplementär ist 


' 


ZU ME E a A 
3. Ist n eine beliebige Funktion in Q, so kann man stets setzen 
anne N, 
und durch Anwendung von (2) folgt: 
= Ina, = Ilae)), 


also 
8) n = Da8 (1u) = DS (ne) 
4. Ist n eine beliebige von Null verschiedene Funktion in , so ist 
Pa A On 
E KAA I 


die zu Vœ, 7%, ... 7%, komplementäre Basis. Dies folgt aus 2. wegen 


Ss (m ar.) == aa) (r, e) 


18* 
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5. Wenn zwei Basen von 2, &,, œg, ..: & und ß,, Êa --- Ên durch 
die. n Gleichungen zusammenhängen 


t 
D= i Üi, s %ı 
mit rationalen Koeffizienten &,,, so hängen die zu ihnen komplemen- 
tären Basen zusammen durch die n Gleichungen 


0, = > Ür, b: 
(transponierte Substitution). Es ist dies eine unmittelbare Folge 


aus 3. wegen 
Tr s = N CA bs). 
6. Es ist 


t 
pa Gro a 


EA AM 


= Q, fl 0, ER ent he a, t U e = L; 
Setzt man nämlich zunächst 


> U, N en Y 


so folgt aus 3. (auf die Funktionen y æ, angewandt), 


Hi cn S on S (nu), 
mithin, nach der Definition der Spur in § 2, (5) 


si) È IS(nuc) E ea 


S (q6) = Sm) 
und daraus, wenn man in 3. einmal y = 6, dann y = 1 setzt: 


also : 


e 


also: 


t 


o = © u8 (0u) = D uSla) = 1. 
Wir gehen etwas genauer ein auf die Bildung der komplemen- 
tären Basen in zwei besonderen Fällen: 


7. Es sei @,, @,, :.. ©, eine Basis von o und &,, &, ... En die 
komplementäre Basis (von 2). Es sei 


er e = &r = S (or ©s), 
welches ganze rationale Funktionen sind, und 
D = konst. ee 69,2 -++ En,n 
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die Diskriminante von 2; ist dann nach 2. 

ern, 

"Da de} 
woraus hervorgeht, daß die Funktionen De, zu den ganzen Funk- 
tionen gehören. Aus 6. folgt aber ferner 


u“ OD 
D = = 9,8 
dev 
und hieraus 
D RD 
Ep Es = — — _——— 9,0 
r Eg D? de,,. Des v W 


Eve E I ae ðD ð D ODN ao 


- Dode,, aD aO dar A a 


und. daraus nach einem bekannten Determinantensatz: 
10D RENON 

e o) dee D a oe 
woraus das wichtige Resultat folgt, daß auch die Funktionen D €, €, 
zu den ganzen Funktionen gehören. 

8. Es sei 0 eine solche Funktion in Q, daß 1, 0, 0?,... Ir—1 
eine Basis von bilden, und es sei also 
(4) f (0) =.0” + a, 0—1 + -+ + ani O F an = 0 
mit rationalen Koeffizienten a irreduktibel. Es soll die komplemen- 
täre Basis zu 1, 0, 0?, ... 0”~1 aufgesucht werden. Setzen wir, wenn t 
eine unbestimmte Konstante bedeutet, 


TE ni nn en, 


t— 9 
oder 
M = Ani H mal + --- + a, Ir? + Or, 
Nı = dn-2 + an 30 +e -+ 07—23, 
a OFUR Ai RA TE EN 
Nn—2 — a, ME 6, 
Nn—ı a! T; 


so bilden die Funktionen ne, N1 --- Nn—ı gleichfalls eine Basis von 82, 
da die Determinante der Gleichungen (5) = (— 1)!.""-», also von 
Null verschieden ist. Es läßt sich daher jede Funktion ¢ in 2 in 
der Form darstellen 


E = Wh tH Aam tet Yn— ı Nn— 1. 
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Die Reihe der rationalen Funktionen yp Y, .-- Yn—ı Setzen wir nun 
fort, indem wir die Funktionen Yn, Yn+1, ... durch die Rekursion 
bestimmen 

(6) An Yr F n-ı Yr+ı ++ Yryn— F Ar Yrın-ı + Yryn = 0. 
Nun ist nach (5) 


On — — I, Nn—ıH 
On, =n —m-ı Na 
(1) Ona = N — An—2 Nn— 1) 
O nı == n= T Qi Nn—15 


also 
EO = Y Mo + Yat +: +H Ynna F Yn M-i, 


und ebenso allgemein für jedes ganze positive r: 
g0r = Yr% + Yr +1 Nı ++. + Yr+n—2 Nn—2 + Yr+n—ı NAn—15 
oder, wenn man so Mı --- Mn—ı durch 1, 0, 0%, ... 6r=1 ausdrückt: 
= +aNd+ A eo, nt, 
worin 
zo) Fa Y, Qi T Y,.+ı Qaa + Aa F Y, una A + Y+n—ı’ 
an F= Y, SPEEA an Y,+1 Uisg T Ay + Yaa a 


TA A A I re SE ET a EA T, a E ER ie I A Se a e a E a 


Mithin ist [nach der Definition von 8, § 2 (5)] 
SO = 1O + + aM +. +al) 
= Yo In—ı +2 Yı An—2 +e + (n — 1) Yyn—2 EN Yni, 
also, auf & = nr angewandt : 
S (n+) =(r+ 1) In—ı—r; Blister) e (i A T) Gr, 
worin a, — 1 zu setzen ist. 
Setzt man daher zur Abkürzung 


Y (05) = 8, 
so folgt, so lange r Z n, mittels (5) 
(8) (n— r)a, = ar + ht E aSr F er 
und nach (4) allgemein 
(9) O = ms +M-ı$Hr+ı ++ Srina F Itm 
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Aus diesen Formeln folgt aber ferner: 
feO)=nMm+m— 1a Mm... +2 an—20 + an 
(10) = WM F S&M Ft Sni Mi, 
0r f' (0) = HN H Sr+iM tt Srtn-aNn-a + Srtn-ı Mnr 
Beachtet man nun den Wert der Determinante des Gleichungs- 
systems (5), so folgt hieraus mit Rücksicht auf die Definition der 
Norm und der Diskriminante in § 2 (4) und (12) die wichtige Formel 


(1 1) So Sn ... Sn—1 
N f'(0)=(- 1na- |» Sase Sn | (1) 4(1,0,02,...0r-1). 


TAN REE A PPa. CN T 


Sn—i, Sni» + S2 n—2 
Die Gleichungen (10) ergeben aber auch mit Rücksicht auf die 
Definition 1. die zu 1, 0, 0°, ... 0”—1 komplementäre Basis: 


re)’ FORA Y TO 

9. Bedeutet a — [«,, Œo... æn] einen Modul, dessen Basis zu- 
gleich eine Basis &@ ist, so erhält man aus der zu œ}, Œ@g,.-- Œn 
komplementären Basis von 2, œi, œs... &n einen anderen Modul 
a — [ei, &, ... On], welcher der zu a komplementäre Modul 
genannt wird. Derselbe ist, wie sich aus 5. in Verbindung mit 
§ 4, 2. sofort ergibt, von der Wahl der Basis von a unabhängig. 

10. Wir betrachten insbesondere den zu o = [wo,, @g, =.. @n] 


komplementären Modul e = [z,, &,, .... &nļ} Setzen wir 
t 
O D == OA ©, 


so ist nach 3. 
e, = Q, = 8 (0,0,8) 


eine ganze rationale Funktion von z, und es folgt: 


0, ê, = Sen ., 

Hieraus ergibt sich, daß der Modul oe (§ 4, 7.) teilbar ist durch e; 
andererseits ist, weil o die Funktion 1 enthält, e teilbar durch oe, also 
De = e, 

d. h. der Modul e, der zwar nicht bloß ganze Funktionen enthält, 
besitzt die charakteristische Eigenschaft II. § 7 der Ideale. Dasselbe 
gilt infolgedessen auch von dem Modul e?. Da die beiden Moduln 
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De, De? nach 7. nur ganze Funktionen enthalten, so sind dieselben 
Ideale, und aus 7. ergibt sich noch 
N (Di) = Dia. 
11. Ist 0 eine Funktion in o von der Art, daß 1, 0, 0?,... Ar-ı 
eine Basis von & bildet, so daß in der irreduktibeln Gleichung 


I) = 0 + a Mn 4+..+m-19 + = 0 
die Koeffizienten ganze rationale Funktionen von z sind, so kann 
man für r = 0, 1, 2, ..n— 1 die ganzen rationalen Funktionen kO) 
so bestimmen, daß 
r— ko, 
1, n 


wird. Wendet man hierauf den Satz 5. und 8. an, so folgt: 
f'(0)e, S kO m 7 ko) Nt+--+ kr) (i "OA 
und hieraus ergibt sich, daß der Modul 
FO =! 
nur ganze Funktionen enthält. Aus 10. schließt man, daß derselbe 
ein Ideal ist. 


t § 11. 


Das Verzweigungsideal. 


1. Hilfssatz. Sind je zwei der Ideale a, b, c, ... relativ prim, so 
existiert immer eine Funktion, welche in bezug auf jedes von ihnen 
einer gegebenen Funktion in o kongruent ist. 

Beweis. Man setze 

m = abe. = aa = bb Sioe eai 
der größte gemeinschaftliche Teiler von a, = bc..., , = ac... 
= ab... ist alsdann gleich o, da kein Primideal zugleich in a,,b,,c,,..- 
aufgehen kann. Folglich kann man (§ 4, 5.) œ, aus a, ß, aus b, 
yı aus C,... so auswählen, daß 


w + bi ty tee = l, 
also: 
„sl 6 =Æ 0, =) ... (mod. a), 
„=od A=zlh „= ... (mod. b), 
~w = 0, kÆ 0, y =l, (mod. c), 


NR ER RT ULTRA EA ET 
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Sind daher A, u, v, ... gegebene Funktionen in v, so genügt 


o=Aa+tuß, +vy, +- (mod. m) 
den Bedingungen 


w = À (mod. a) œ = u (mod. b), œ = v (mod. c), ... 


2. Es seien p, P4, P,,... die sämtlichen voneinander verschiedenen in 
einer beliebigen linearen Funktion z — c aufgehenden Primideale und 
0(@— ec) = pepa pa.: e-+ e tHe tH. = n (§ 9, 7.) 

Man wähle die Funktionen A, A,,A,,... teilbar bzw. durch p, P4, Pas- 
aber nicht durch p°, p2, p2, ... und lasse b, b,, b,,... beliebige jedoch 
voneinander verschiedene Konstanten bedeuten. Nach 1. läßt sich 
dann eine Funktion & bestimmen, welche den Kongruenzen genügt 
é = b +4 (mod. p°), é = b, +4, (mod. p2), E = b, + A, (mod. p?),..., 
also 
¢ = b (mod. p), é = b, (mod. p,), é = b, (mod. P,), .--, 
so daß, wenn a irgendeine Konstante bedeutet, & — a höchstens 
durch eines der Primideale p, p,, Pa... und niemals durch eines ihrer 
Quadrate teilbar ist. Ist daher ø (t) = II (t — a) eine ganze Funktion 
der Variablen ¢ mit konstanten Koeffizienten, so ist 9 ($) = II(& — a) 
stets und nur dann durch p” teilbar, wenn ø (t) algebraisch durch 
(t — b)” teilbar ist, und wenn p” die höchste in ø (¢Ẹ) aufgehende 
Potenz von p ist, so ist folglich p”—1 die höchste in ø'(¢) aufgehende 
Potenz von p. Soll daher œ (¢) durch z — c teilbar sein, so muß ø (t) 
durch die Funktion nte» Grades 
Y (t) = (t — b) (t — b) (t — ba) -+ 
teilbar sein. Mithin ist die Kongruenz 
Zy + s$ +H 2b Heee t En-a ET 0 (mod. z — e) 
nur durch solche ganze rationale x zu befriedigen, die alle durch 
z — c teilbar sind. Setzt man also, indem man mit k®, kW, ... 
ganze rationale Funktionen von 2 und mit ©}, @,, ... @, eine Basis 
von o bezeichnet: 


1 =Wo, +90, +40 an 
= Mn + + + den, 
ga =— ko © + kO @, -4 e.e -+ ke) On; 


en-ı — kado, + Kuda, rss kn don, 
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so kann die Determinante 
Le > + kO kw he ko- 
weder identisch verschwinden, noch durch z— ¢ teilbar sein (vgl. 
die Note zu § 9, 1.). 
Es folgt also, daß 
N (t — ¢) = f (t, 2) 
irreduktibel ist. Da nun f(¢, z) = 0, also f(¢,c) durch z — c teilbar 
ist, so muß f(f,c) durch y (t) teilbar, also, da beide Funktionen von 
gleichem Grade sind, 
Í (t, c) ETa y (t) 
sein, woraus man noch für eine folgende Anwendung schließt: 
S (£) = eb + eb, + eba +- (mod. z — o), 
und, indem man dieselbe Betrachtung auf die Funktionen ¢°, &°... 
anwendet, was, falls keine der Konstanten b verschwindet, sicher ge- 
stattet ist: 
S (E?) = eb? + e b2 + eb? +... (mod.z— c), 
S (E°) = eb? + e b3 + e,b3 +- (mod. z — co). 
Es ist also p? die höchste in f(¢, c), also p*-1 die höchste in 
f'(& c) aufgehende Potenz von p, und da 
fF E c) = F' (6,2) (mod. pr), 
so ist p°=1 auch die höchste in f’ (&,2) aufgehende Potenz von p. 
Hieraus ergibt sich 
a RAR anal ua HARTE 


worin m und folglich auch N (m) relativ prim zu z— c ist. 


Ist nun D die Diskriminante von 2, so ist hiernach und nach 
$ 10, (11) und $ 2, (13) (von konstanten Faktoren abgesehen) 
NER) = ale De o TN), 
wenn s die Anzahl der verschiedenen in z— c aufgehenden Prim- 
ideale p, P,, Pa, ... bedeutet; und da k und N(m) durch z — c 
nicht teilbar sind, so ist (z — c)*-® die höchste in D aufgehende 
Potenz von z—c. Folglich: 
(1) De HR, 
worin das Produktzeichen JI sich auf alle solche linearen Ausdrücke 
z — c bezieht, in denen weniger als n verschiedene Primfaktoren 
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aufgehen, die also durch die zweite oder eine höhere Potenz eines 
Primideals teilbar sind. 


Es gibt also nur eine endliche Anzahl linearer Funk- 


tionen z — c, die durch das Quadrat eines Primideals 
teilbar sind. 


Wir setzen nun 
(2) 3 = Mpa, 
worin sich das Produktzeichen JT auf alle diejenigen Primideale p 
bezieht, von denen eine höhere als die erste, nämlich die ete Potenz 
in ihrer Norm aufgeht, und nennen dieses Ideal 3 das Verzweigungs- 
ideal. Aus (1) und (2) folgt sofort 
(3) NOS D. 


Da ferner n — s = e — 1, also e(n —s)— 2 (e— 1) > (e— 1) (e—2) = 0 
ist, so ist D teilbar durch p2«@-», also auch durch 3°, und man kann, 
wenn man mit d gleichfalls ein Ideal bezeichnet, setzen: 


(4) De N) ein. 
3. Ist eine Funktion ọ in o durch jedes in z — c aufgehende 
Primideal teilbar, so ist S(e) durch z — c teilbar. 


Beweis. Es sei & dieselbe Funktion wie in 2., so daß man 
setzen kann: 


vE = Ty H 21E H 2p? H H m, 
worin die Koeffizienten x, £o % --. Sn—ı ganze rationale Funktionen 
von 2 ohne gemeinsamen Teiler sind, von denen die erste durch 
2—c nicht teilbar ist (vgl. 2). Aus unserer Voraussetzung über 


die Funktion ọ folgt, wenn die Konstanten b dieselbe Bedeutung 
wie in 2. haben, 


La tH 2b ++ tm b E 0 (mod.z—c), 
+++ H Enb =E O (mod. z — c), 
+++ + Enb = 0 (mod. z — e), 


So n aa ee ae e a IE IE Et re RR ii 


und hieraus, indem man die Kongruenzen mit e, e}, &,,... multi- 
pliziert und addiert: 


Lo N + L, N (E) + LaS (E?) + -+ m SEN) = £8 (o) = 0 (mod. z — c), 
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also, da x durch z — c nicht teilbar ist, 
S(e)= 0 (mod. (2 — ec) 
w. z. b. w. 
4. Es sei jetzt 
r = (z — c) (z — c) (z — 6)... 
das Produkt sämtlicher voneinander verschiedenen Linearfaktoren 


von D und 
rt = P h P- 


das Produkt der sämtlichen voneinander verschiedenen in r auf- 
gehenden Primideale. Ist wie oben 3 das Verzweigungsideal, so ist 


(5) tA S 
und mithin 
i N= 5: 


Jede Funktion ọ in r hat nach 3. die Eigenschaft, daß S(e) durch r 
teilbar ist. Ist nun, wie in § 10 
ee 
der zu o komplementäre Modul, ọ eine beliebige Funktion in r, so 
kann man setzen 
Q = HH tet F Inn 


worin nach $ 10, 3. == S (o 0); 


also, da ọœ, eine Funktion in r ist, ©, eine durch r teilbare ganze 
rationale Funktion von z. Hieraus folgt, daß das Ideal r durch den 
Modul re teilbar ist. Es ist also auch das Ideal Dr teilbar durch 
das Ideal rDe. Zugleich ist 

N(Dr) = r# Doris;  ‚N(rD) = m.Dr-ı (810, 10); 
mithin nach § 8, 9. 

Di=rDe 

oder 
(6) Er 
Woraus mittels der obigen Bemerkung über ọ folgt, daß, wenn e 
eine beliebige Funktion in e bedeutet, S (e) eine ganze rationale 
Funktion von z ist. Aus der Formel (6) folgt durch Multiplikation 


mit ; nach (5) 
yarıgm—ör 
und folglich 


(7) eye, 
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Multipliziert man die letzte Gleichung mit D, so ergibt sich aus (4) 


À eD _= 3” d, 
folglich 
(8) De 3,9 
und durch Multiplikation dieser Gleichung mit e nach (7) 
(9) De =b. 


5. Ist 0 eine ganze Funktion von z in & und N (t — 0) = f (¢), 
so ist f'(0) teilbar durch das Verzweigungsideal 3. 

Beweis. Ist f(t) reduktibel, so ist f'(0) = 0, also sicher teilbar 
durch 5. Im anderen Fall ist nach $ 10, 11. 


= 
ein Ideal, folglich durch Multiplikation mit 5; nach (7) 
(10) o f' (0) = t. 
Zugleich folgt, wenn wir wie in § 10, 11. 
o= D Pow, 
k = DEKO kW... kp- 
setzen, ; 
NFO =NONG = DNA 
= konst. k?’D [§ 10, (11) und § 2, (13)], 
also: 
(11) N (f) = Konst. k? 


ein vollständiges Quadrat. 


\ 


g 12. 


Die gebrochenen Funktionen von z im Körper &. 


1. Jede beliebige Funktion y in Q läßt sich nach § 3, 3. auf 
unendlich viele Arten als Quotient zweier ganzen Funktionen von z 
darstellen (der Nenner kann sogar eine ganze rationale Funktion 
von z sein). Es sei also ae 
ic 
und u, v ganze Funktionen von z (Funktionen in o). Ist nun m der 
größte gemeinschaftliche Teiler der beiden Hauptideale ou, ov, also, 


wenn a, b relative Primideale sind, 


(1) o EEA a E D, 
so folgt (§ 4, 6.) 
(2) av = bu oder ay = b. 
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Ist also æ eine beliebige Funktion in a, so ist «y in b enthalten, 
also jedenfalls eine ganze Funktion von z. Ist umgekehrt œ eine ganze 
Funktion von z, welche die Eigenschaft hat, daß &n = ß eine ganze 
Funktion ist, so folgt 
av = Pu, 
be ß 0; 
da nun a, b relativ prim sind, so muß œ durch a, 8 durch b teilbar 
sein, und daraus folgt: 

Es ist a der Inbegriff aller derjenigen ganzen Funktionen «, 
welche die Eigenschaft haben, daß œn eine ganze Funktion ist, und 
der Inbegriff aller dieser ganzen Funktionen &n ist das Ideal b; 
oder anders ausgedrückt: 

Es ist b das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von 
on und o, ebenso a das kleinste gemeinschaftliche Viel- 


also nach (1) 


fache von > und o. Hiernach muß, wenn a’, b' zwei der Bedingung 


a’ n pa b’ 
genügende Ideale sind, a’ durch a teilbar sein. Sei also 
a zu, 
so folgt: 
+ vertan T 
Umgekehrt ist auch für ein beliebiges Ideal n 
nay == nh. 


2. Es seien jetzt a, b zwei der Bedingung 
ay = b 
genügende Ideale, gleichviel ob relativ prim oder nicht. Der Quotient 


A ist nach § 4, 8. der Inbegriff aller derjenigen Funktionen y, welche 


die Eigenschaft haben, daß ay durch b teilbar ist. Zu diesen Funk- 
tionen gehören gewiß alle Funktionen von der Form œn, wenn øw 
eine beliebige Funktion in o bedeutet. Aber auch umgekehrt ist 
jede Funktion y von dieser Form; denn da ay durch b, also auch 
durch o teilbar ist, so ist es ein Ideal (da es die Eigenschaften 
I., IL, § 7 besitzt), also wenn c gleichfalls ein Ideal ist: 


ay = ch 
und durch Multiplikation mit 7 
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: v 
Ist nun wie oben y = —, und, wenn ọ, 6 ganze Funktionen sind, y = A 


so folgt hieraus beu=cbvo, 


also: oou —=cv6, 0y = cn. 
Beides zusammen liefert den Satz 


b 
(8) a ng eh 


Sind in dieser Darstellung b, a relativ prim, was nach 1. stets und 
nur auf eine Weise angenommen werden kann, so soll b das Ober- 
ideal, a das Unterideal der Funktion n heißen. 


3. Ist wieder allgemein 


an=b, also o= 


und:« eine beliebige Funktion in a, ß eine zugehörige Funktion in b, so ist 
MR £ und aß = ba. 
Hieraus folgt durch Bildung der Normen 
er N (b) 
| N (q) = konst. Na) 
4. Sind y, n’ zwei Funktionen in & und ist wie in 1. 
an = b; am eh, 
gleichviel ob a, b; a’, b’ relativ prim sind oder nicht, so folgt 


aa ny =bb. 
Es folgen also aus b p 
ae) RE Fi 
die Gleichungen 
; bb’ 1 a N ba’ 
onn = 0 — 1 = 


N a H n N: Et 
5. It an=b, an’ = b', so wird auch 
(tm) = 
ein Ideal sein, weil, wenn «n, &n' ganze Funktionen sind, stets 
auch æ(y -+ n’) eine solche ist. Ist also 


aa’ 


80 folgt i p" 
oE n 
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haben die beiden Ideale b, b' einen gemeinsamen Teiler, so ist der- 
selbe auch Teiler von b”. 

6. Es sei jetzt ọ eine Funktion in &, deren Oberideal durch 
ein beliebig gegebenes Primideal p, aber nicht durch p? teilbar ist 
(solche Funktionen existieren stets; dieselben können sogar ganze 
Funktionen von z sein), also 


mp A 
ET 


worin m, n durch p nicht teilbare Ideale sind. Sei ferner n eine 
beliebige Funktion in 2, deren Unterideal durch p nicht teilbar ist, also 
0 y = Fy 


und a nicht teilbar durch p. Man wähle eine beliebige Funktion « 
in a, die nicht durch p teilbar ist, und eine entsprechende Funk- 
tion ß in b, so daß 


wird. Sei 
w= t Bee: N m=, 
worin, &o, Êo, Co Konstanten sind, deren erste von Null verschieden 
ist. Nach 5. ist 
B— 0,0% b 


— = ohm I — I 
om Co) Ear D &% Ze gan a 3 
a (B — c) = be, B— cea = 0 (mod. p) 
folgt, da œ durch p nicht teilbar ist, daß b, durch p teilbar sein 
muß. Setzt man also 


und aus 


nF 
so ist auch das Unterideal von n, durch p nicht teilbar. Auf 
diese Weise läßt sich eine ganz bestimmte Reihe von Konstanten 


Cy C++ &—n, ... derart ermitteln, daß 
n = Fe: 
n = FE 


Tr, re A OR Y ASE TR i 


worin die 24, a, --- Nr, -.-- Funktionen bedeuten, deren Unterideale 
keine anderen Primfaktoren haben können als das Unterideal von y 
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und das ÖOberideal von ọ mit Ausschluß von p. Demnach ist für 
jedes ganze positive r 

Frage E L TE agt 
Ist das Unterideal von ¢ durch ps, nicht durch p®+1 teilbar, so kann 


man dieselbe Betrachtung auf die Funktion y =— ¢ọ' anwenden und 
erhält 


= vo J A + +2 DORT + Bern, 


8 13. 


Die rationalen Transformationen der Funktionen des Körpers 2. 


Ist z, eine beliebige, nicht konstante, Funktion der Körpers & 
(eine Variable in 2), so besteht, wie in § 2 nachgewiesen, zwischen z, 
und z eine irreduktible algebraische Gleichung, welche, von Nennern 
befreit, in bezug auf z, vom Grade e, in bezug auf z vom Grade e, 
sei. Es ist, wie eben dort gezeigt, e ein Divisor von n, n = ef. 
Es sei diese Gleichung 

e € 
(1) G (zı, 2) = 0. 
Jede rationale Funktion ¢ von z und z, läßt sich (§ 1) mit Hilfe 
dieser Gleichung auf die beiden Formen bringen 
i E = Zo + 2, Art AT, 
( ) f = g0 +20; A a N ee 


und zwar nur auf eine Weise so, daß Xo, & +». Xe—ı rationale Funk- 
tionen von 2, 2, %®, ... a. ‚ rationale Funktionen von z, sind. 


Ist nun 0 eine solche Funktion, daß 1, 0, 0°, ... 0r—1 eine Basis *) 
von 2 (in bezug auf z) bilden, so bilden nach $ 2 die n Funktionen 


T; ; 25 2, zge—1 
3 0, Ozi u EN 071, 
ER N db 
BR ak a ae 
*) Man könnte statt der Basis 1, #,... 6n—1 auch eine beliebige andere 


Basis von 2 dieser Betrachtung zugrunde legen. Es genügt aber für unseren 
Zweck, wenn wir gerade diese wählen. 


Dedekind, Gesammelte Werke, I. 19 
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gleichfalls eine solche Basis, und daraus ergibt sich nach (2), daß 
zwischen den e,f = n, Funktionen 


1, M AR i um, 
(4) 0, 0z, 02°, 021-1 
OEE OTELA Mel 0f—ige—1 
die zur Abkürzung mit 
nP, o EIT g 


bezeichnet sein mögen, eine Gleichung von der Form 
LD gD A EDD H e H x 72 — 0 
nur dann besteht, wenn die rationalen Funktionen =, x, ... au) 


von z, sämtlich verschwinden. Daraus folgt nach (2), daß jede 
Funktion n in 2, und zwar nur auf eine einzige Art, darstellbar ist 


in der Form: 
n = gD) n®» u id n® +. + zW n®, 


worin die x® rationale Funktionen von z, sind. 
Jede solche Funktion n genügt einer algebraischen Gleichung vom 
Grade n,, deren Koeffizienten rational von z, abhängen, denn es ist 
mut! ) 7 
nn — sw, ni + sw, a L ... -L Mn 7, 
N je — Ps) ne + u, Na + ur «+ saw n®, 


Bl. a RN ae ee el FE RR AE Re er TE Br E 


nq? = a n® n go „n® na x k n®, 
und mithin 


1) L (1) (1) 

a N» Tio? Kin 
(1) é a A LENS (1) 

Ti, 1, i gi N 2, nı = 0 
(1) (1) (1) Pen 

Pi, 1 Ph; 2? “u n n | 


Es läßt sich nun zeigen, daß man eine Funktion y = 0, so aus- 
wählen kann, daß #, nicht zugleich einer Gleichung niedrigeren 
Grades, deren Koeffizienten rational von z, abhängen, genügt. 

Wir stützen uns zum Beweis dieser Behauptung auf den folgen- 
den Satz, dessen Beweis sich leicht durch den Schluß von m — 1 


auf m ergibt. Ist 
F (O E RER 
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eine ganze rationale Funktion von &,, £a, -.. &m, deren Koeffizienten 
Funktionen in 2& sind, die nicht alle verschwinden, so kann man 
für die &,, £a, ... &m solche konstanten oder rational von z, ab- 
hängigen Größen setzen, daß F in eine nicht verschwindende Funktion 
in & übergeht. Ist also F(x,, Xg- - £m) für alle solche Vj, Lj... Lm 
gleich Null, so folgt auch für beliebige konstante oder rational von z, 
abhängige dx,, dLa, ... ALm 

dF = F'(a)dx, + EF' (x) dx, ++ F'(8m)d Em = 0 
Ist nun 
kis 0, = 2, Hund +. tm, D 
os Tio qP Ji %,, nn MER FASER, ARE 
6, =, nP + A er +-+ MEE In 


Bu 1 1) m, 
0r = NE p xv Vo m ng nl cHe Tam ng? 


so sind die £n ganze rationale und homogene Funktionen vom 
Grade h von &%,; Xa, »-- Vn, und hängen außerdem rational von z, ab. 
Ist also 


(0) = am 0? + Aam-ı 0—1 + --- +0,09, +, = 0 
die Gleichung niedrigsten Grades, welcher 9, genügt, deren Koeffi- 


zienten rational von z, abhängen, so genügen die Funktionen 
Ay; Ay -++ Gm der Bedingung ı 


8). 


Qo vao F Qi uyi ++ Am Xı,m = 0, 1=1,2%,...n) 


und zugleich ist m =Æ n, Da nun nicht alle aus den Koeffizienten x; x 
zu bildenden m-reihigen Determinanten verschwinden können, weil 
sonst 9, einer Gleichung von niedrigerem als dem mter Grade genügen 
würde, so folgt aus letzteren Gleichungen, daß man die a,, Qy, --. Am 
als ganze homogene Funktionen von %,, &y, ... Xn, voraussetzen kann. 

Wenn nun die Gleichung $(#,) = 0 für alle rational von z, 
abhängigen x,, Xa ... En, bestehen soll, so muß nach obigem Satze auch 


dp = 9'(9,)d9, + dam OR +--+ da 0, +da, = 0 
sein, und wenn m < n, ist, so lassen sich die dæ, dz,, ... d£n 
ohne daß sie alle verschwinden, so bestimmen, daß 


I iin, era, aa: ill 2 
19* 
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und folelich 
; 9 (9,)d6, = 0 


ist. Da aber '(9,) vom Grade m — 1 ist, so muß d0, = 0, also 
da, = 0, dxa = 0, ... d&n, = O sein. Daher kann nur m = n, sein. 
Ist also 6, so bestimmt, daß die Gleichung niedrigsten Grades 


nı 
Posen 
den Grad n, wirklich erreicht, so lassen sich alle Funktionen in 8, 
und zwar nur auf eine Weise in der Form darstellen 


n = 29) 4 sw 0 HeH aw Hm-i, 


nil. 1 


worin die Koeffizienten xD, =, ... 2®_, rational von z, abhängen; 
denn man kann unter dieser Voraussetzung y®, n®, ... n® ver- 
mittelst der Gleichungen (5) in der angegebenen Weise darstellen. 

Es lassen sich also sowohl 2,, 0, rational durch z, 0, als 
auch umgeketrt z, 0 rational durch z, 9, darstellen. 

Die Variable z, die wir bisher als die unabhängige bezeichnet 
haben, kann daher jede beliebige (nicht konstante) Funktion des 
Körpers 8 sein. Während aber die Gesamtheit aller Funktionen des 
Körpers & gänzlich ungeändert bleibt, sind die Begriffe: Basis, 
Norm, Spur, Diskriminante, ganze Funktion, Modul, Ideal 
wesentlich abhängig von der Wahl der unabhängigen Veränder- 
lichen 2. 

In dem besonderen Falle nur, wenn zwei Variable z, 2, linear 
voneinander abhängen, ist eine Basis von & in bezug auf z zugleich 
eine solche in bezug auf z,; ebenso sind Normen, Spuren und Dis- 
kriminanten in diesem Falle für z und z, identisch. 

Sind «, ß irgend zwei Funktionen in Q, so bestehen zwischen 
denselben Gleichungen, deren linker Teil eine ganze rationale Funktion 
von œ und ß ist. 

Unter diesen ist eine (nach $ 1): 


FM =RV, 


welche sowohl in bezug auf œ als in bezug auf 8 von möglichst 
niedrigem Grade ist, und diese soll die zwischen œ und ß be- 
stehende irreduktible Gleichung heißen. Diese ist, von einem 
konstanten Faktor abgesehen, völlig bestimmt. 
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II. Abteilung. 
§ 14. 


Die Punkte der Riemannschen Fläche. 


Die bisherigen Betrachtungen über die Funktionen des Körpers 2 
waren rein formaler Natur. Alle Resultate waren rationale, d. h. 
nach den Regeln der Buchstabenrechnung mittels der vier Spezies 
abgeleitete Folgerungen aus der zwischen zwei Funktionen in & be- 
stehenden irreduktiblen Gleichung. Die numerischen Werte dieser 
Funktionen kamen nirgends in Betracht. Man würde sogar, ohne 
andere Prinzipien anzuwenden, die formelle Behandlung noch wesent- 
lich weitertreiben können, indem man zwei Funktionen des Körpers & 
nicht als durch eine Gleichung verbunden, sondern als unabhängige 
Veränderliche auffaßt, wobei dann alles auf algebraische Teilbarkeit 
von rationalen Funktionen zweier Veränderlichen hinausläuft. Wir 
haben auch diesen Weg durchgeführt, der jedoch in Darstellung und 
Ausdrucksweise sehr schwerfällig ist und bezüglich der Strenge nicht 
mehr leistet als der im vorhergehenden benutzte Gang. Nachdem 
nun aber der formale Teil der Untersuchung soweit geführt ist, 
drängt sich die Frage auf, in welchem Umfange es möglich ist, 
den Funktionen in & solche bestimmten Zahlenwerte bei- 
zulegen, daß alle zwischen diesen Funktionen bestehenden 
rationalen Relationen (Identitäten) in richtige Zahlen- 
gleichungen übergehen. Es erweist sich bei dieser Untersuchung 
als zweckmäßig, auch das Unendlichgroße als eine bestimmte Zahl oo 
(Konstante) zu betrachten, mit welcher nach bestimmten Regeln ge- 
rechnet wird*). Die mittels der rationalen Operationen in dem so 
erweiterten Zahlengebiet ausgeführten Rechnungen führen stets zu 
einem ganz bestimmten Zahlenresultat, wenn nicht im Verlaufe der 


Rechnung eines der Zeichen oo + oo, 0- oo _ — auftritt, Zeichen, 


0 
I o ? 
welchen kein bestimmter Wert zukommt. Das Rene einer solchen 
Unbestimmtheit in einer Gleichung ist nicht als ein Widerspruch auf- 


zufassen, da in diesem Falle die Gleichung gar keine bestimmte Be- 


*) Das Unendliche als einen bestimmten Wert zu betrachten ist in der 
Funktionentheorie vielfach üblich und nützlich. Es spricht sich dies bei Riemann 
z. B. darin aus, daß er seine die algebraischen Funktionen darstellenden Flächen 
als geschlossen betrachtet. 
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hauptung mehr enthält, also von der Wahrheit oder Unwahrheit 
derselben auch keine Rede sein kann. Unter den Funktionen des 
Körpers Q finden sich außer unendlich vielen Veränderlichen auch 
sämtliche Konstanten, d. h. Zahlen. Hiernach gelangt man durch 
die oben gestellte Forderung zu folgendem Begriff. 


1. Definition. Wenn alle Individuen «, ß, y, ... des Körpers & 
durch bestimmte Zahlwerte œ» By; Yo... So ersetzt werden, daß 


(L) œ = «, falls « konstant ist, und allgemein 


U) (a + B) = œ% + Po: (IV.) (æ B) = % Pos 
AM) «= ph =u NG) 


wird, so soll einem solchen Zusammentreffen bestimmter Werte ein 
Punkt ® zugeordnet werden [den man sich zur Versinnlichung 
irgendwie im Raume gelegen vorstellen mag *)], und wir sagen, in P 
sei & = @,, oder & habe in P den Wert œ, Zwei Punkte heißen 
stets und nur dann verschieden, wenn eine Funktion «œ in Q existiert, 
die in beiden Punkten verschiedene Werte hat. 

Aus dieser Definition des Punktes soll nun die Existenz des- 
selben, sowie der Umfang des Begriffes deduziert werden. Zunächst 
ist aber hervorzuheben, daß nach dieser Definition der „Punkt“ ein 
zum Körper 2 gehöriger invarianter Begriff ist, der in keiner 
Weise abhängt von der Wahl der unabhängigen Veränderlichen, durch 
welche man die Funktionen des Körpers darstellt. 


2. Satz Ist ein Punkt P gegeben, und z eine in $ endliche 
Variable in 2 (eine solche existiert für jeden Punkt; denn ist z, = », 


so ist C) — 0, also endlich), so hat auch jede ganze Funktion o 
0 

von z in P einen endlichen Wert œ, — denn zwischen œ und z þe- 

steht eine Relation von der Form 


1 1 1 
1=altbat tk, 


0? 


*) Eine geometrische Versinnlichung des „Punktes“ ist übrigens keineswegs 
notwendig und trägt zu einer leichteren Auffassung nicht einmal viel bei. Es 
genügt, das Wort „Punkt“ als einen kurzen und bequemen Ausdruck für die be- 
schriebene Wert-Koexistenz zu betrachten. 
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worin a, b,... k als ganze rationale Funktionen von z nach (IL), 


(IL), (IV) in ® endliche Werte haben. Mithin kann È) nicht 
gleich 0, also ®, nicht gleich oo sein. Í | 

3. Satz. Ist z irgendeine in ® endliche Variable, so ist der 
Inbegriff p aller derjenigen ganzen Funktionen x von z, welche in $ 
verschwinden, ein Primideal in z; wir sagen, der Punkt P erzeuge 
dies Primideal p. Ist œ eine ganze Funktion von z, welche in ® 
den Wert œ, hat, so ist œ = œ, (mod. p). 

Beweis. Ist m = 0, m = 0, 80 ist auch (€ + x"), = mo + mo = 0, 
und wenn w eine beliebige ganze Funktion von z, also œ, endlich ist» 
so folgt aus m, = 0 auch (or), = @,7%, = 0; also ist p ein Ideal 
in z (87, L, IL). Das Ideal p ist von o verschieden, da es die 
Funktion „1“ nicht enthält. 

Hat œw in P den Wert ©, so ist (œ — @,), = 0, folglich œ = œ, 
(mod. p), also jede ganze Funktion von z einer Konstanten kongruent 
nach dem Modul p. Daher ist (§ 9, 7.) p ein Primideal. 

4. Satz. Dasselbe Primideal p kann nicht durch zwei ver- 
schiedene Punkte erzeugt werden. 

Denn zunächst ist der Wert einer jeden ganzen Funktion œ in 
einem das Ideal p erzeugenden Punkt P durch die Kongruenz w = œ, 
(mod. p) vollkommen bestimmt. Ist aber n eine beliebige Funktion 
in Q, so lassen sich nach § 12, 1. zwei ganze Funktionen «, ß, die 
nicht beide durch p teilbar, sind, so bestimmen, daß 


Q 


un 
wird. Da nun die endlichen Werte œ, ß, nicht beide verschwinden, 
so folgt aus (V.) 


also ebenfalls durch p vollkommen bestimmt. 

Es ergibt sich hieraus noch, daß zwei Punkte, in denen eine 
Variable z endliche Werte hat, dann und nur dann voneinander ver- 
schieden sind, wenn eine ganze Funktion von z existiert, welche in 
beiden verschiedene Werte hat. 


- 


5. Satz. Ist z irgendeine Variable in & und p ein Primideal 
in 2, so gibt es einen (und nach 4. auch nur einen) Punkt ®, 
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welcher dies Primideal erzeugt, und welcher der Nullpunkt des 
Ideals p genannt werden soll. 

' Beweis. Es sei y eine beliebige Funktion in 2, und g eine 
solche, deren Oberideal durch p, aber nicht durch p? teilbar ist. Es 
lassen sich dann nach $ 12, 6. stets und nur auf eine Weise eine 
ganze Zahl m, eine von Null verschiedene endliche Konstante c und 
eine Funktion n,, deren Unterideal nicht durch p teilbar ist, so be- 
stimmen, daß 

q = eo" +mort.. 
Wir setzen 

no = 0, © œ, 
je nachdem m positiv, Null oder negativ ist. Dieser Wertbestimmung 
der Funktionen des Körpers & entspricht ein Punkt P, da die Be- 
dingungen (I.) bis (V.), wie man sofort übersieht, erfüllt sind *). 

Jede Funktion, deren Oberideal durch p teilbar ist, also ins- 
besondere jede Funktion in p erhält nach dieser Festsetzung in P 
den Wert Null, d h. der so bestimmte Punkt P erzeugt das Prim- 
ideal p. 

Jede Funktion, deren Unterideal durch p teilbar ist, und nur 
eine solche hat in P den Wert ©, und daraus geht hervor, daß 
eine ganze Funktion von z in keinem Punkte, in welchem z einen 
endlichen Wert hat, unendlich ist, und, da eine gebrochene Funktion 
von z im Unterideal gewiß ein Primideal enthält, also mindestens 
in einem Punkte, in welchem z endlich ist, unendlich sein muß, so 
ist auch umgekehrt jede Funktion, die in keinem Punkte, in welchem z 
einen endlichen Wert hat, unendlich ist, eine ganze Funktion von z. 

6. Aus 3., 4., 5. ergibt sich nun das folgende Resultat. Um 
alle existierenden Punkte $ und jeden nur ein einziges Mal zu er- 
halten, ergreife man eine beliebige Variable z des Körpers 2; man 
bilde alle Primideale p in z und konstruiere für jedes derselben den 
Nullpunkt, so sind alle diejenigen Punkte $ gefunden, in denen z 


*) Ist 7 = c'om’ nom’ +i, so ist z. B. 


n [€ „ 
— = om—m I — 
n' _ 12 zg en), 
worin 
n'i ne, en — ceni 
A a e KES, 
eine Funktion von derselben Beschaffenheit ist wie 7, (noch einfacher ist der 
Beweis in den übrigen Fällen). 
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endlich bleibt; ist $’ ein von diesen verschiedener Punkt, so hat in 
ihm- 2’ == ` den endlichen Wert Null; umgekehrt ist jeder Punkt %', 


in dem z' den Wert Null hat, von den Punkten ® verschieden. Das 
durch einen solchen Punkt $’ erzeugte Primideal p’ in z’ (welches 
aus allen in $’ verschwindenden ganzen Funktionen von z’ besteht) 
geht in =’ auf, und umgekehrt ist der Nullpunkt eines jeden in z’ 
aufgehenden Primideals p' in z’ ein Punkt P', in welchem z’ — 0 
also z = œœ ist. Mit diesen in endlicher Anzahl vorhandenen, den 
verschiedenen p’ entsprechenden Ergänzungspunkten und den vorher 
aus den Primidealen p in z abgeleiteten ist die Gesamtheit aller 
Punkte ® erschöpft, deren Inbegriff die Riemannsche Fläche 7 bildet. 


8 15. 


Die Ordnungszahlen. 


1. Definition. Ist P ein bestimmter Punkt, so betrachten wir 
die sämtlichen in P verschwindenden Funktionen x in Q, und er- 
teilen jeder derselben eine bestimmte Ordnungszahl nach folgen- 
dem Gesichtspunkt. 

Eine solche Funktion ọ hat die Ordnungszahl 1, oder heißt 
unendlich klein in der ersten Ordnung oder 0! in P, wenn alle 


Quotienten = in P endlich bleiben. Ist 0’ eine ebensolche Funktion 


wie 9, so ist ‘i in P weder O noch oo, und umgekehrt, ist Pi in $ 
weder 0 noch œo, so ist ọ' gleichfalls unendlich klein von der ersten 
Ordnung. Gibt es ferner für irgendeine Funktion x einen ganzen 


positiven Exponenten r, so daß = in P weder 0 noch œo wird, so 


gilt dasselbe von J: , und x erhält die Ordnungszahl r oder heißt 


unendlich klein in der Ordnung r im Punkte 9. Wir werden auch 
sagen, æ ist 0” in P oder x ist O in Pr. 

Um die Frage nach der Existenz solcher Funktionen ọ und 
solcher Ordnungszahlen r zu entscheiden, ergreife man eine beliebige 
in P endliche Variable z, bezeichne mit p das durch $ erzeugte 
Primideal in z, und stelle jede Funktion m (mit Ausnahme der 
ordnungslosen Konstanten 0) nach § 12 als Quotienten von zwei 
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relativen Primidealen in z dar. Das Oberideal jeder dieser Funk- 
tionen ist dann durch p teilbar, und es gibt darunter auch solche, 
deren Oberideal nicht durch p? teilbar ist; diese haben die Ordnungs- 
zahl 1; für die übrigen Funktionen x ist die Ordnungszahl der Exponent 
der höchsten im Oberideal aufgehenden Potenz von p, was sich aus 
den Sätzen des § 12 ohne weiteres ergibt. 

2. Hat eine Funktion y den endlichen Wert n, in P, so sagen 
wir, n habe diesen Wert r-mal in ® oder in r mit P zusammen- 
fallenden Punkten oder in $”, wenn die Funktion n—n, in P un- 
endlich klein in der Ordnung r ist. Ist aber 7, = ©, so sagen wir, 
n habe den Wert oo r-mal in P oder in r mit P zusammenfallenden 


; AR f IN, ; 
Punkten, oder n sei oo” in P oder oo in P”, wenn A in $” verschwindet. 


3. Wird eine Funktion y in $ oo’, so legen wir derselben auch 
die Ordnungszahl — r bei, wenn aber n in P weder O noch oo wird, 
so habe sie die Ordnungszahl 0. Hiernach kommt in einem beliebigen 
Punkte $ jeder Fu.ktion des Körpers 2 eine ganz bestimmte Ordnungs- 
zahl zu, mit Ausnahme der beiden Konstanten. O und oo. 


4. Ist ọ eine Funktion, welche in einem beliebigen Punkte $ 
die Ordnungszahl 1 besitzt, und n eine Funktion mit der (positiven, 
negativen oder verschwindenden) Ordnungszahl m, so läßt sich nach 
dem Schlußsatz des § 12 für-jedes beliebige positive r eine Reihe 
von Konstanten Co, Ci, ... Cr—ı, deren erste nicht verschwindet, und 
eine in P endliche Funktion 6 so bestimmen, daß 

neo, ga -H c, "ak + ika + Oi a -+ Gort 
wird. 

5. Hieraus ergibt sich unmittelbar, daß die Ordnungszahl eines 
Produktes zweier oder mehrerer Funktionen gleich ist der Summe 
der Ordnungszahlen der einzelnen Faktoren. 

Die Ordnungszahl eines Quotienten zweier Funktionen ist gleich 
der Differenz der Ordnungszahlen des Zählers und Nenners. 

Ist 915 Na, --- Ns eine Reihe von Funktionen und m die algebraisch 
kleinste unter ihren Ordnungszahlen, so ist 


N = 0" + 0,0" tr}, 
Na = & 0" + go" r!, 


. . . . . . [2 [3 . [2 . 


Ns = e0” F 6; ie 
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worin die Konstanten e,, €&,,... e, jedenfalls nicht alle verschwinden. 
Sind daher c,, €,,...c, Konstanten, so ist die Ordnungszahl von 

i N = CM F Cana + -+t + Cs Ns, 
falls c, e, + Cae +: + c,e, von Null verschieden ist, ebenfalls m, 
sonst größer als m. 5 

6. Komplexe von Punkten, welche denselben Punkt auch mehr- 
mals enthalten können, nennen wir Polygone und bezeichnen die- 
selben mit A, B, E,... 

Es bedeute ferner AB das aus den Punkten von X und von Y 
zusammengesetzte Polygon in der Weise, daß, wenn ein Punkt $ 
r-mal in X, s-mal in B auftritt, er (r + s)-mal in AB vorkommt. 
Daraus ergibt sich die Bedeutung von P” und von A = Pr Prı Pre... 
und die Gesetze der Teilbarkeit der Polygone in vollkommener Über- 
einstimmung mit denen der Teilbarkeit der ganzen Zahlen und der 
Ideale. Die Rolle der Primfaktoren übernehmen dabei die Punkte; 
um aber auch die Einheit zu erhalten, muß man das gar keinen 
Punkt enthaltende Polygon © (das Nulleck) zulassen. 

Die Anzahl der Punkte eines Polygons heißt seine Ordnung. 
Ein Polygon von der Ordnung n wird auch kurz ein n-Eck genannt. 
i Der größte gemeinschaftliche Teiler zweier Polygone X, ® 
ist dasjenige Polygon, welches jeden Punkt $P so oft enthält, als er 
in A und Y mindestens vorkommt. Ist dies O, so heißen A, Y 
relativ prim. 

Das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von X und X 
ist dasjenige Polygon, welches jeden Punkt so oft enthält, als er in 
A und V höchstens vorkommt. Sind A, B relativ prim, so ist AB 
ihr kleinstes gemeinschaftliches Vielfache. 

Ist A — Pr P Pre... ein beliebiges Polygon, so gibt es stets 
Funktionen z in Q, welche in keinem der Punkte X unendlich sind. 
Denn wenn z in einigen Punkten von X unendlich ist, so kann man 
eine Konstante c so wählen, daß z — c in keinem der Punkte von A 


den Wert 0 hat, und dann ist in allen Punkten des Polygons A 


endlich. Legt man eine solche Variable z zugrunde, so ist der In- 
begriff aller derjenigen ganzen Funktionen von z, welche in den 
Punkten des Polygons A (jeden nach seiner Vielfachheit gezählt) 
verschwinden, ein Ideal a — pr pııpr ..., und man kann sagen, das 
Polygon X erzeuge das Ideal a, oder A sei das Nullpolygon des 
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Ideals a. Der Idealbegriff fällt hiernach vollständig zusammen mit 
dem Begriff eines Systems ganzer Funktionen, welche alle in den- 
selben festen Punkten verschwinden. Das Ideal o wird erzeugt durch 
das Nulleck O. 

Das Produkt zweier oder mehrerer Ideale wird erzeugt durch 
das Produkt der Nullpolygone der Faktoren, größter gemeinschaft- 
licher Teiler und kleinstes gemeinschaftliches Vielfache zweier Ideale 
durch den größten gemeinschaftlichen Teiler und das kleinste gemein- 
schaftliche Vielfache der entsprechenden Nullpolygone. 

7. Satz. Ist z irgendeine Variable in & und n der Grad des 
Körpers Q in bezug auf z, so nimmt z jeden bestimmten Wert c in 
genau n Punkten an. — Denn wenn o das System aller ganzen 
Funktionen von z und c eine endliche Konstante bedeutet, so ist 

o (z — e) = pa pp... +, +. =n ($ 9, T.), 
wenn P,, Pa, ... voneinander verschiedene Primideale in z bedeuten. 
Bezeichnet man mit P,, ®,,... die Nullpunkte von p,, P,,..., so hat 
nach 2. z den Wert c in e, Punkten P, (oder in P$), in e, Punkten $, 
(oder in P%) usf., also in den n Punkten des Polygons Pt: Pg... 
Umgekehrt: ist P ein Punkt, in welchem z den Wert c hat, und p 
das durch P erzeugte Primideal in z, so ist z = c (mod. p), und 
folglich ist p eines der Ideale p,, p,,..., mithin P einer der Punkte 
P, Pa.. Dasselbe Resultat gilt aber auch für c — oo; denn weil n 


auch der Grad von & in bezug auf 2 ist, so nimmt letztere Variable 


~ den Wert 0, folglich z den Wert oo in genau n Punkten an. Aus 
$ 11 folgt, daß nur für eine endliche Anzahl von Werten der Kon- 
stanten c einer der Exponenten e, e,... größer als 1 sein kann. 

Die Zahl n, d. h. die Anzahl der Punkte, in welchen die Funk- 
tion z je einen konstanten Wert hat, soll die Ordnung der Funktion z 
genannt werden. Die Konstanten und nur diese haben die Ordnung 
Null. Für alle anderen Funktionen in & ist die Ordnung eine posi- 
tive ganze Zahl. Die Ordnung einer Variablen z ist zugleich der 
Grad des Körpers Q in bezug auf z. 


$ 16. 
Konjugierte Punkte und konjugierte Werte. 
1. Definition. Ist c ein bestimmter Zahlwert, so entspricht 
demselben, wie in $ 15 gezeigt, ein Polygon A von n (gleichen oder 
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verschiedenen) Punkten ®, P”, ... P®, in welchen die Variable 
nt Ordnung z eben diesen Wert hat; diese n Punkte sollen kon- 
jugiert nach z heißen; durch einen von ihnen (und durch die 
Variable z) sind die übrigen bestimmt. Läßt man c nach und nach 
alle Werte annehmen, so bewegt sich das Polygon A = PP"... P®, 
und zwar so, daß stets alle seine Punkte sich verändern. Man’ er- 
hält hierbei also alle überhaupt existierenden Punkte und nur die- 
jenigen (in endlicher Anzahl vorhandenen) mehrfach, in welchen z — 2, 


oder + in höherer als der ersten Ordnung verschwindet. Es ist 
daher das Produkt aller dieser Polygone 
RN & a 


wo T die einfache Gesamtheit aller Punkte, die Riemannsche 
Fläche, 3, ein bestimmtes endliches Polygon ist, welches das Ver- 
zweigungs- oder Windungspolygon von T in z heißt. Jeder 
in 3, enthaltene Punkt Q heißt ein Verzweigungs- oder Windungs- 
punkt von T in z, und zwar von der Ordnung s, wenn er genau 


i h l Fox 
s-mal in 3, vorkommt. Es ist s — e— 1, wenn Zz — 2, oder zu Q 


unendlich klein von der et Ordnung ist. Die Ordnung des Poly- 
gons 3, heißt die Verzweigungs- oder Windungszahl w, der 
Fläche 7 nach z. Diejenigen Punkte des Verzweigungspolygons, in 
welchen z einen endlichen Wert hat, erzeugen zusammen das Ver- 
zweigungsideal in z ($ 11). 

Will man von dieser Definition der „absoluten“ Riemannschen 
Fläche, welche ein zu dem Körper & gehöriger invarianter Begriff 
ist, zu der bekannten Riemannschen Vorstellung übergehen, so hat 
man sich die Fläche in einer z-Ebene ausgebreitet zu denken, 
welche sie dann überall mit Ausnahme der Verzweigungspunkte 
n-fach bedeckt. 

2. Satz. Ist 

t c+ dz 


EN 


worin a, b, c, d Konstanten bedeuten, deren Determinante ad — bc 
von Null verschieden ist, so ist 


8s = Be; WaWa 
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Aa 1 . TOIS 
Denn wenn in einem Punkte BP z — z, oder ” unendlich klein in der 


eten Ordnung ist, so ist in demselben Punkte auch 
'_ y — (@d— bo) @— 2%) 

° — (a + bz) (a+ bz) 
oder falls z, unendlich ist: 


A 


Me _ —(ad — be) 
°™ b(a +bz) ’ 
oder falls z9 = », also a + bz, = 0 ist: 
#20 
2 7 c+dz 


unendlich klein in der ete Ordnung. 


' 


à l \ 3 i 
Ist insbesondere 2’ — zZ, 59 ist die Verzweigungszahl w, = wy 


gleich dem Grade der Diskriminante 4,(2) vermehrt um die Anzahl 
der verschwindenden Wurzeln von 4y (&) = 0 ($ 11). 

3. Definition. Die Werte n’, n",...n”, welche eine beliebige 
Funktion y in & in n nach z konjugierten Punkten ®', P”, ... P 
annimmt, heißen konjugierte Werte von n nach z. 

4. Satz. Ist N,(n) die Norm einer beliebigen Funktion in bezug 
auf z, so’ist der Wert, welchen diese rationale Funktion von z für 
z = z, besitzt, gleich dem Produkt n'n"...n® der zu z = z, ge- 
hörigen konjugierten Werte von n, wobei von dem Falle, daß dies 
Produkt unbestimmt wird, also einer dieser konjugierten Werte 0, 
ein anderer oo ist, abzusehen ist. Beim Beweis dieses Satzes können 
wir annehmen, es sei z, endlich; denn ist 2, = œ, so legen wir 


statt z die Variable 2’ = 2 zugrunde, wobei die Norm ungeändert 


bleibt. Ferner können wir annehmen, die Werte n’, n”, ... n® seien 
alle endlich; denn ist einer von ihnen unendlich, so ist n. V. keiner 
derselben gleich 0, und wir betrachten statt n die Funktion in 
Es sei nun unter diesen Voraussetzungen 
0(2 — 2,) = Pa papa... 
und P,, Pa, P, -.. die Nullpunkte der voneinander verschiedenen 


Primideale p,, Pa, Pg, -.. Wir konstruieren ein System ganzer Funk- 
tionen A, u von z nach folgender Regel: 
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Es sei 
A, teilbar durch p,, nicht durch p}; 
A, ” ” Pa, ” ” pa ; 
ee a a a AS 


u, teilbar durch p&, p@, ..., nicht durch p,, pt1, peti ...; 
Wa ”» ” ODAN, E » Pos patik pest tiati 


* 
KB on» no Su EEE n o Pa PETS peti.) 


Ui a is u, An, ... Mi Agım z 
Ha Haha Haha u 49m, 
BA a. TAA ET, 


die wir mit n,, N2, --- Nn bezeichnen, bilden dann eine Basis von &; 
diese Behauptung ist in der nun zu beweisenden allgemeineren enthalten, 

Wenn 

(2 — 2) E = £M F LaNa H` H Enn 
mit ganzen rationalen Koeffizienten &,, £4, ... &n ist, und é in den 
Punkten ®,, Pa, P, --- endliche Werte ¢', é", &'”",... hat, so müssen 
die sämtlichen Koeffizienten &,, %,,... En durch z— 2, teilbar sein 
In der Tat ist z. B. im Punkte P, die linke Seite unendlich klein 
mindestens in der Ordnung e, Es muß also nach $ 15, 5. auch 
m F LaNa t F Be, Ne, = tr (21 H La la Hee F Ee Amt) 

in dieser Ordnung unendlich klein sein. Dies ist aber nur möglich, 
WENN Xi, Tay -e Le in P, verschwinden, also durch z—2, teilbar 
sind, w. z. b. w. 

Hiernach können wir setzen: 


N u5 = h (2P H LP A ++ Rdn) 
+ (aP + P hy + H agan agm) 
PHP e t agag) H 
worin die x, x®, ... æ®, ... rationale Funktionen von z sind, die alle 
für z — z, endlich bleiben. In den Punkten P,, P,,... ist die linke 


*) Die Möglichkeit, solche Funktionen zu bestimmen, ergibt sich aus $ 9, 3., 
Anmerkung, oder auch nach § 11, 2., wonach man z. B. setzen kann 


A = ọ—b, ul = y (ọ). 
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Seite unendlich klein mindestens in der Ordnung e,, e,,... Das- 
selbe gilt für P, von u., uz, ..., aber nicht von u, für P, von 


Wis Ma, -.. aber nicht von u,, ...; folglich ist für z = z, 
N AA a ee, 
gO E 1 OO JE = UNSERE hand 2 37 


Nee ee a ee: BEE 


In ®, ist die linke Seite unendlich klein mindestens in der Ordnung r; 
daher wird, wenn r < e, ist, für z = 2, 
DEN WER... REN aO 
Dieselbe Betrachtung läßt sich auf die Funktionen nu, 2%, N Ws å% ,--- 
anwenden. Setzt man also 
NN, = %1,1 N E Cana tt Ti, nMn, 
NNa = Ba, 1 Nı + Laa Na + "+ Za, nN, 
N Nn = En, 1N, F En, Na H °°° + Inn Nn, 
so werden in der Determinante 
N (n) A E T t, itana ei Inn 
sämtliche links van der Diagonalreihe stehenden Glieder für z = 2, 
verschwinden, während von den Diagonalgliedern e, gleich 7, 
e, gleich y”, e, gleich y”, ... werden. Es ist also für z = 2% 
N) = ten"... 
w. z. b. w. 
5: Da nach der Definition der Spur (§ 2) 
S (n) = %1 + Ta 2 + Tn, n 
ist, so führen dieselben Betrachtungen zu dem Satze: 
Es ist für z = 2 
Sn) = en + en +H en” +: 
welcher jedoch nur unter der Voraussetzung gilt, daß die Werte 
n's n”, n”, -.- endlich sind. 
Der Satz 4. ergibt für ein beliebiges konstantes (oder rational 
von z abhängiges) t für z = 2,. 
N (t — n) = (tee Rn")... 
und daraus durch Vergleichung der Koeffizienten gleicher Potenzen 
von ¢ für jeden dieser Koeffizienten einen Ausdruck durch die konju- 
gierten Werte (symmetrische Funktionen). 
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6. Ist n1, Na, --- nm eine Basis von 2, so ergibt sich durch 
Anwendung von 5. sofort der Wert der Diskriminante dieses Systems 
für 2 =, 

I: N) = (E Enina --- nY, 


wenn N, NM- n® die sämtlichen gleichen oder verschiedenen, aber 
als endlich vorausgesetzten, zu z — 2, gehörigen konjugierten Werte 
von y. bedeuten. 


8 17. 


Darstellung der Funktionen des Körpers 2 durch Polygonquotienten. 


Eine Funktion n des Körpers & hat nur in einer endlichen 
Anzahl von Punkten eine von Null vefschiedene Ordnungszahl; die 
Summe sämtlicher Ordnungszahlen ist gleich 0, also die Summe der 
positiven gleich der Summe der negativen Ordnungszahlen, und zwar 
gleich der Ordnung der Funktion y (§ 15). Sind die Ordnungs- 
zahlen einer Funktion n für jeden Punkt P bekannt, so ist damit 
die, Funktion n bis auf einen konstanten Faktor bestimmt; denn 


hat n’ überall dieselbe Ordnungszahl wie n, so hat m (nach $ 15, 5.) 


überall die Ordnungszahl Null und ist also (nach $ 15, 7.) eine Konstante. 

Bilden wir also ein Polygon X, in welches wir jeden Punkt, in 
dem n eine positire Ordnungszahl hat, so oft aufnehmen, als diese 
Ordnungszahl angibt, und ein zweites Polygon ®, in welches wir in 
entsprechender Weise die Punkte aufnehmen, in welchen n eine nega- 
tive Ordnungszahl hat, so sind die Polygone A, B von gleicher 
Ordnung, und zwar von der Ordnung der Funktion y. Durch diese 
Polygone X, B ist also die Funktion y bis auf einen konstanten 
Faktor bestimmt. Wir setzen in symbolischer Bezeichnung 


A 

a 
und nennen X das Obereck, B das Untereck der Funktion n*). 
Nach dieser Festsetzung sınd die beiden Polygone A, ® relativ 
prim; es ist aber zweckmäßig, die Bezeichnung dahin auszudehnen, 


*) Alle Funktionen der einfachen Schar (n) haben hiernach dieselbe Be- 
zeichnung D und es würde daher korrekter sein, (7) = 5 zu setzen; indessen 


führt diese Bezeichnung zu unnötigen Weitläufigkeiten. 
Dedekind, Gesammelte Werke, I. 20 
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daß man auch gemeinschaftliche Faktoren in A, Y zuläßt, was durch 
die Bestimmung geschieht, daß 

ma A 

MB 8 
sein soll, wenn M ein beliebiges Polygon bedeutet. Setzen wir nach 


dieser verallgemeinerten Bezeichnung 
A 


de 
so kann ein Punkt P, in welchem y die Ordnungszahl m besitzt, 
m,-mal in X, m,-mal in ® aufgenommen werden, wenn m, — m, = m 
ist. Es ist auch jetzt noch die Ordnung von X% gleich der von 8, 
aber nicht mehr gleich der Ordnung der Funktion y. 
Aus dieser Definition ergibt sich (nach § 15, 5.) unmittelbar der 


Satz: Ist 
A EBEN. 

Tal. Aa 
so ist 

RG. a Dane CA 

R ee T A 

Nach § 14, 5. ist eine Funktion ņ' dann und nur dann eine 
ganze Funktion von n, wenn jeder im Untereck von n’ auf- 
gehende Punkt auch in dem von n enthalten ist. 


§ 18. 
Äquivalente Polygone und Polygonklassen. 


1. Definition. Zwei Polygone A, W von gleichviel Punkten 
heißen äquivalent, wenn eine Funktion y m 2 existiert, welche 
(nach $ 17) die Bezeichnung hat: 

A 
ee 1a 

2. Satz. Ist X äquivalent mit W’ und mit A”, so ist auch W mit 
X” äquivalent; denn aus 


a  ı 
folgt : 
s E 
q” g” 
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3. Definition und Satz. Alle mit einem gegebenen Poly- 
gon A äquivalenten Polygone W’, X”, ... bilden eine Polygonklasse A. 
Nach 2. kommt dann jedes beliebige Polygon in einer und nur in 
einer Klasse vor; denn sind X, B zwei äquivalente Polygone, welche 
zu den Klassen A, B führen, so ist nach 2. jedes Polygon der 
Klasse B zugleich in A enthalten und umgekehrt, und daher sind 
beide Klassen identisch. 

Alle Polygone einer Klasse haben dieselbe Ordnung, welche die 
Ordnung der Klasse genannt werden soll. 

4. Es können aber Polygone existieren, welche mit keinem anderen 
äquivalent sind, und deren jedes daher für sich eine Klasse bildet. 
Solche Polygone mögen isolierte genannt sein. 

5. Ist M ein beliebiges Polygon, und A adüivalent mit W, 
ist auch MA äquivalent mit MW’; aber auch umgekehrt folgt aus 
der Äquivalenz von MA mit MU die Äquivalenz von X mit W. 

6. Ist A mit W, B mit B’ Äquivalent, so ist auch AB mit W P’ 
äquivalent. Die Klasse O, welcher das Produkt AB angehört, um- 
faßt daher die sämtlichen Produkte je zweier Polygone der Klassen 
A, B von A und Y (aber außerdem unter Umständen noch unendlich 
viele andere Polygone) und soll als das Produkt der beiden Klassen 
A, B bezeichnet sein: 

ala BA 
Die Definition des Produkts von mehreren Klassen und die Gültigkeit 
des Fundamentalsatzes der Multiplikation ergibt sich hieraus von selbst. 

7. Sind A, B, D drei Klassen, welche der Bedingung 

DA=DB 


genügen, so folgt A = B; denn sind A, BY, D drei Polygone der 
Klassen A, B, D, so folgt aus der Voraussetzung, daß DB mit DA, 
und folglich Y mit A äquivalent ist. 

8. Geht ein Polygon X der Klasse A in einem Polygon © der 
Klasse C auf, so gilt dasselbe von jedem Polygon W der Klasse A; 
denn aus € —= AB folgt nach 5., dab  —= WB in C enthalten 
ist, und wir können also, obschon nicht umgekehrt jedes Polygon der 
Klasse © durch ein Polygon der Klasse A teilbar zu sein braucht, 
sagen, die Klasse C sei durch die Klasse A teilbar. Ist B’ 
irgendein Polygon der Klasse B von ®, so ist auch €" — WB’ in 
C enthalten und folglich 

0 S AB: 
20 * 
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Ist also O durch A teilbar, so gibt es eine und (nach 7.) nur eine 
Klasse B, welche der Bedingung 
GAB 
genügt. 
819. 


Die Polygonscharen. 


1. Sind A, Aa, -.. U, bestimmte, und zwar äquivalente Poly- 
gone, und X ein beliebiges Polygon derselben Klasse A, so existieren 


s Funktionen in & 


q I. A, 


m = F 1 = J le NET 
Setzt man, wie in § 15, 5. für einen beliebigen Punkt %$ 
N = 6 0" + 0,0" tr}, 
Na = 0" +6, ọ”+1, 
Ne = es 0” + Os "e aaa 
worin ọ in ® O! ist, e,, €, -.. e, Konstanten, die nicht alle ver- 
schwinden, und 6,, 6,, --. 6, in P endliche Funktionen bedeuten, so 
folgt, daß jede Funktion y der Schar (m, 99, ++. ns), d. h. jede 
Funktion von der Form 
N = CiM F Cana F ‘tn 
in ® eine Ordnungszahl hat, die nicht kleiner als m ist, und daraus 
nach § 17, daß die Funktion y in die Form 
fi m 
HAE 2 
gesetzt werden kann, wo W' gleichfalls in der Klasse A enthalten ist. 
Wählt man für X ein beliebiges anderes Polygon X der Klasse A, 
und setzt 


r A ' t A 
mi = m= p mWMenSp MES N g 
so wird auch 
E = n' = cni + Cana Heee + Cens, 


ur 


=F 


und folglich 
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Jedes durch den Nenner X und ein Konstantensystem C}, Ca, ... Cs 
erzeugte Polygon wird daher auch durch jeden anderen derselben 
Klasse angehörigen Nenner ® erzeugt, und der Inbegriff der sämt- 
lichen Polygone W, die den verschiedenen Werten der Konstanten 


Ci, Cas +.. Cs entsprechen, ist nur abhängig von den Polygonen 
U, U, ... WU. Dieser Inbegriff soll daher eine Polygonschar mit 
der Basis W,, U,,... U, genannt und mit 

Ah ie. o) 


bezeichnet werden. 

2. Haben die Polygone A, Ma, ... U, einen größten gemein- 
schaftlichen Teiler M, so ist derselbe nach 1. auch Teiler eines jeden 
Polygons W der Schar (A, Ma, ... As), und kann der Teiler der 
Schar genannt werden ; aber es läßt sich in dieser Schar ein Polygon 
X — MB derart bestimmen, daß B relativ prim zu einem beliebig 
gegebenen Polygon wird. Ist nämlich unter Beibehaltung der Be- 
zeichnung von 1. ein Punkt P genau u-mal in M und v-mal in A 
enthalten, so ist, wenn 

r ne 0 + 6 ort 1 
gesetzt wird, m niemals kleiner als u — v, und es ist m = u — v, 
wenn man die Konstanten c,, Ca, ... c, so wählt, daß 

e = te. aa +: + 9% 
von Null verschieden ist. Der Punkt $ ist daher mindestens u-mal 
in W enthalten, und unter der letzteren Voraussetzung auch nicht 
öfter als u-mal. Da man nun die Konstanten c,, Ca, ... Cs immer so 
wählen kann, daß eine beliebige Anzahl von Ausdrücken der Form 
RR ee CET SE 

in deren keinem die sämtlichen Konstanten e, &, ... verschwinden, 
von Null verschiedene Werte haben, so folgt die Richtigkeit der auf- 
gestellten Behauptung. 

3. Sind die Funktionen n,, Na -.. Ns in 1. linear abhängig oder 
unabhängig, so gilt das gleiche von den Funktionen ni, na, ... ns 
Wir werden dementsprechend auch die Polygone A, 4,,... X, linear 
abhängig oder unabhängig und ihr System linear reduktibel 
oder irreduktibel nennen. 

Da nach § 5, 4. jede Funktionenschar eine irreduktible Basis 
besitzt, so folgt, daß auch jede Polygonschar eine irreduktible 
Basis hat. Ist s die Anzahl der Polygone einer solchen Basis, so 
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heißt die Schar eine s-fache, oder s die Dimension der Schar. 
Irgend s Polygone einer solchen Schar bilden eine irreduktible Basis 
derselben oder nicht, je nachdem sie linear unabhängig oder ab- 
hängig sind (vgl. $ 5, 4.). 

4. Sind die Polygone A, 4,,... A, linear abhängig oder un- 
abhängig, so sind, wenn M ein beliebiges Polygon bedeutet, auch 
MA,MA,,... MA, linear abhängig oder unabhängig und umgekehrt. 


8.20. 
Erniedrigung der Dimension der Schar durch Teilbarkeitsbedingungen. 
1. Es sei 
Nr Mom AE & 

eine 8-fache Schar vom Teiler M. Es wird nach der Mannigfaltig- 
keit derjenigen Polygone X’ der Schar S gefragt, welche einen beliebig 
gegebenen Punkt wenigstens einmal öfter enthalten als der Teiler M 
der Schar. 

Ist der Punkt P u-mal in M und v-mal in einem beliebigen 


mit A, U,,... äquivalenten Polygon A enthalten, so ist, wenn wir 
wie in § 19 
A 
pi = h, = & 0” +0, 0”+, 
A 
pi = h = 6&0” +0,0” +3, 
N A 
x = Ns = e 0” + 0 ọ”t! 
setzen, m = u— v, und von den Konstanten e,, &,, ... e, ist wenig- 


stens eine, etwa e,, von Null verschieden. Die gesuchten Polygone W 
sind dann durch die Gleichung charakterisiert 

a g 

er C1 N F Ca Na H +e F Cs Ns, 
worin die Konstanten c,, Cp, ... Cs an die Bedingung gebunden sind 


Ci e, + ĉa la ++, = O. 
Hiernach können wir setzen 


, 


A j 
X =en = C, (esni — & N.) + nee + Cs —1 (€s Ns— 1 — &-ı Ns). 
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Daraus aber ergibt sich, wenn wir 


r 
N = sN, AN 


Ns—ı = es Na—1.— &—ıNs l 
setzen, daß die Funktionen n’ eine (s — 1)-fache Schar (41, n3,- .- ns—1) 
bilden; denn die Funktionen y1, 92, ... ņns—ı sind linear unabhängig, 
wenn es, wie vorausgesetzt, die Funktionen 4,1, na, ->+ ns sind. Es 
bilden also auch die Polygone W eine (s— 1)-fache Schar 

8 F (U, U; Mia? u) 
wenn 

W 
Di = s Ne — aNs 
gesetzt wird. Der Teiler dieser Schar ist durch WM P teilbar, wenn 
auch nicht notwendig damit identisch. 


2. Hieraus ergibt sich sofort, daß die Polygone einer Schar 8, 
welche durch ein beliebiges r-Eck R teilbar sind, eine mindestens 
(r — s)-fache Schar bilden. Denn nehmen wir an, es sei dies bereits 
für ein r-Eck R bewiesen, so folgt die Richtigkeit der Behauptung 
für ein (r + 1)-Eck PR unmittelbar aus 1., indem durch das Hinzu- 
treten des Punktes P, wenn P im Teiler der durch R bereits redu- 
zierten Schar enthalten ist, die Dimension nicht weiter geändert, sonst 
um 1 erniedrigt wird. 

Hieraus folgt als Spezialfall, daß es in einer s-fachen Schar 
immer wenigstens ein Polygon gibt, welches durch ein gegebenes 
(s— 1)-Eck teilbar ist. 

3. Man kann, wenn r< s ist, das r-Eck X so wählen, daß die 
durch X teilbaren Polygone der Schar 8 eine genau (s—r)-fache 
Schar bilden. Zu diesem Ende wähle man einen Punkt ®, welcher 
im Teiler von © nicht enthalten ist; die durch P teilbaren Polygone 
in § bilden nach 1. eine (s— 1)-fache Schar $’; man wähle einen 
zweiten Punkt P', der nicht im Teiler von 8’ enthalten ist; die 
Polygone in 8’, die durch P’, d. h. die Polygone in S, die durch P P’ 
teilbar sind, bilden eine (s— 2)-fache Schar, usf.; zugleich erhellt 
aus dieser Bildungsweise, daß man R zu einem beliebig gegebenen 
Polygon relativ prim annehmen kann. Ist r — s, so wird hiernach 
in $ kein durch R teilbares Polygon existieren. 
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g 21. 


Die Dimensionen der Polygonklassen. 


l. Die Polygone einer Klasse bilden eine Schar von 
endlicher Dimension, welche die Dimension der Klasse 
heißen soll. 

Beweis. Wählt man in einer Klasse A, deren Ordnung m sei, 
irgend s Polygone AX, My, ... U, aus, so gehören alle Polygone der 
Schar (A, As, ... Ms) zugleich in die Klasse A. Die Anzahl der linear 
unabhängigen Polygone, die in A enthalten sind, kann daher gewiß 
nicht größer sein als m + 1, weil man sonst (nach $ 20, 2.) in der 
Klasse ein durch ein beliebiges (m + 1)-Eck teilbares Polygon finden 
könnte, was widersinnig ist. Wenn daher s die Maximalzahl der 
linear unabhängigen Polygone M, U,,... U, der Klasse A ist, so 
muß jedes Polygon dieser Klasse in der Schar (A, My, ... As) enthalten 
sein, und s ist die Dimension der Klasse. Das System der 
Polygone M, 4,,... X, soll eine Basis der Klasse genannt werden. 

Die isolierten Polygone bilden Klassen von der Dimension 1. 

2. Gibt es in einer Klasse O s und nicht mehr linear unab- 
hängige, durch ein gegebenes Polygon X der Klasse A teilbare 
Polygone 
gg u .& o PB PM o a a E. & a 
so ist O durch A teilbar, und es existieren in C auch ebenso viele 
linear unabhängige Polygone 

N ea PE EEEN AE S IPEE Be AA 
welche durch ein beliebiges mit A äquivalentes Polygon W' teilbar 
sind (§ 18, 8.; § 19, 4). Diese Zahl s hängt daher nur von den 
beiden Klassen A, C ab und kann füglich mit (A, ©) bezeichnet 
werden. Der Wert des Symbols (A, C) ist gleich 0 zu setzen, wenn C 
nicht durch A teilbar ist. Die Dimension einer Klasse A wird hier- 
nach mit (O, A) bezeichnet, wo O die aus dem Nulleck O bestehende 
Klasse bedeutet. Ist (nach $ 18, 8.) 

Ga AB, 

so folgt: 
(1) (4,0) = (4, A B) = (0, B); 
denn die Polygone ®,, B, ... Bı, die sämtlich in B enthalten sind, 
sind linear unabhängig, daher (O, B) gewiß nicht kleiner als s. Ist 
umgekehrt ® ein beliebiges Polygon der Klasse B, so ist AB in C 


www.rcin.org.pl 


— 313 — 


enthalten, also auch in der Schar (AB, AB,,... AB,), mithin V 
in der Schar (B, B, -.. ®,) enthalten, d. h. (0, B) = s. 
Ist a die Ordnung der Klasse A, so ist nach § 20, 2. 
(4, B) > (0, 0) — a, 
und daraus folgt mittels (1) der allgemeine Satz 
(2) (0, B) = (0, AB) — a. 

3. Haben die sämtlichen Basis-Polygone einer Klasse A den 
größten gemeinschaftlichen Teiler M, so ist dieser auch Teiler sämt- 
licher Polygone der Klasse A. Ist M gleich dem Nulleck O, so 
heißt die Klasse eine eigentliche, im entgegengesetzten Falle eine 
uneigentliche vom Teiler M. 

Unterdrückt man in sämtlichen Polygonen einer uneigentlichen 
Klasse A den Teiler W, so erhält man eine eigentliche Klasse 4’ 
von niedrigerer Ordnung, aber von derselben Dimension. Diese Be- 
ziehung von A zu A’ soll durch das Zeichen ausgedrückt sein 

A—= MA. 

‘4. Der Teiler M einer uneigentlichen Klasse A ist stets ein 

isoliertes Polygon. Ist nämlich 

A—=MA, 
so kann man in der eigentlichen Klasse A’ nach $ 19, 2. ein Poly- 
gon W so wählen, daß es relativ prim zu M ist. Ist also M äqui- 
valent mit WM, so ist MW äquivalent MW’, also in A enthalten, 
mithin durch M teilbar. Es ist also auch W’ durch M teilbar, und 
da M und M’ von gleicher Ordnung sind, 

M— WM. 
Hiernach bildet das einzige‘ Polygon M eine Klasse M, und die Be- 
zeichnung MA’ ist gleichbedeutend mit MA’ ($ 18, 6.). 


§ 22. 


Die Normalbasen von 9. 


1. Wir betrachten im folgenden das System o der ganzen Funk- 
tionen œw einer beliebigen Variablen z in & und zugleich das System o’ 


i ; l JN 
der ganzen Funktionen w' von 2’ — E Aus der Definition der ganzen 


Funktionen erhellt sofort, daß die beiden Systeme o, 0’ nur die Kon- 
stanten miteinander gemein haben, daß dagegen jede Funktion w 
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durch Multiplikation mit einer bestimmten positiven Potenz von z’ 
in eine Funktion œw' verwandelt werden kann. Ist œz” in v ent- 
halten, so gilt das gleiche auch von »z’"+t!, wz’"+2, ... In der 
Reihe der Funktionen 


PAM x E A BERN Pe 
, z ı 2 ... 


werden also von einem bestimmten Gliede œz'” an alle folgenden 
Funktionen in o’ enthalten sein, während alle vorangehenden nicht 
darin enthalten sind. Die kleinste Zahl r, für welche z’"o in o’ ent- 
halten ist, soll der Exponent der Funktion œ in bezug auf z genannt 
werden. Die Konstanten, und nur diese, haben den Exponenten Null. 
Ist @ von Null verschieden, und r sein Exponent, so ist r+1 der 
Exponent von (z — c)»; denn ist & = 2’ w', so ist 


ai —=(1—.cz’)o' in o enthalten, 
ne = 20 —co' nicht in v enthalten, 


da zwar co’, nicht aber 20 = in o' enthalten ist. Daraus folgt 


zr—1 
allgemein: 

Ist x eine ganze rationale Funktion von z vom Grade s, 
und r der Exponent von É, so ist (r + s) der Exponent von zø. 

2. Wir wählen nun ein Funktionensystem A,, Aas... An in v 
nach folgender Regel aus: 

Es sei A, eine von Null-verschiedene Konstante, z. B. 1; A, sei 
unter denjenigen Funktionen in o, welche nicht einer Konstanten 
nach dem Modul oz kongruent sind, eine von möglichst niedrigem 
Exponenten r, usf.; allgemein sei A, unter denjenigen Funktionen 
in o, welche nicht kongruent sind einer Funktion der Schar 
(Ay, åa --- As— 1) (mod. o z), eine von möglichst niedrigem Exponenten r,. 
Da (0, 02) = N (z) = 2" vom nten Grade ist, so gibt es in o n und 
nicht mehr nach dem Modul oz linear unabhängige Funktionen 
($ 6), und daher kann die Reihe der Funktionen A,, Ay, A,, ... nicht 
mehr und nicht weniger als n Glieder enthalten. Es ist dann ($ 5) 


o = (å Ao» - - An) (mod. oz). 
Die Exponenten r,,7,,...r„ der Funktionen A,, A,,... An genügen der 


Forderung er re 
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Jede Funktion in o, deren Exponent < r,, ist nach dem Modul oz 
kongruent einer Funktion aus der (s— 1)-fachen Schar 


AA WE 
Diese Funktionen A,, Ag, ... An bilden eine Basis von o, wie 
sich aus folgender Betrachtung ergibt. 

Wäre es nicht der Fall, so könnte man ($ 3, 7.) eine lineare 
Funktion z — c und ein System nicht alle verschwindender Kon- 
stanten @,, @, ... @, So bestimmen, daß 

a, Aa F aa Aa t + An An = (2 — e) o 
wäre. Ist unter den Konstanten a die letzte nicht verschwindende «,, 


so ist auch 
a, ài F aala He F a As = (2 — c) œ, 
@-0)o, , 


und der Exponent von œ ist sicher kleiner als r, (weil Bag RE 0 
enthalten ist). Es ist also œ, und mithin, da a, von O verschieden 
ist, auch A, kongruent einer Funktion der Schar (A,, A,,... As_ı) 
(mod. oz), was gegen die Voraussetzung ist. 

Die Funktionen A,, Ay... An bilden daher eine Basis von o, und 
diese soll Normalbasis genannt werden. Die charakteristischen 
Eigenschaften der Normalbasis sind: 

I. Die Funktionen A,, A,,... A, sind linear unabhängig nach 
dem Modul oz. 

II. Jede Funktion in o, deren Exponent kleiner ist als der 
Exponent r, von ås, ist in der Form enthalten 


Gh, T Caha T "+9 -ıd-ı + 20, 


worin 6, Ca ».. Cs—ı Konstanten, œ, eine Funktion in v. 
3. Die in v erhaltenen Funktionen 
DEN EN Di 
DER en) RT NE RE ta Ne hr 
z 2 zn 


bilden eine Normalbasis von v’. 
Ist nämlich œw eine durch z nicht teilbare Funktion in o vom 


s ©. 
Exponenten r, so ist der Exponent von œw' = r Tis bezug auf z' 
r r 
A; © À © A 
ebenfalls r; denn es ist zwar nm aber nicht Se A? 


enthalten. Da die Funktionen A,, Ay... An alle durch z nicht teilbar 
sind, so sind hiernach die Exponenten von A}, As, ... Ah in bezug auf z’ 
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resp. fis fa +- - Tne Dies vorausgeschickt beweisen wir, daß das Funk- 
tionensystem 41, Aa, ... An die Eigenschaften I., II. besitzt, wenn dort 
o, z durch o’, z’ ersetzt werden. 

Wäre die Bedingung I. nicht erfüllt, so ließen sich die Konstanten 
Gy, Ay... Qg, deren letzte nicht verschwindet, so bestimmen, daß 

i ah F a ha Hee . +a A, = 20), 
also auch (durch Multiplikation mit 2”) 
N EUR +4,4,=o, 


worin a u 
also eine Funktion in o, deren Exponent kleiner als r, wäre. Dies 
ist aber, da a, von Null verschieden, wegen der Voraussetzung über 
die A unmöglich, und folglich die Bedingung I. erfüllt; daraus folgt: 
0" = (ài, Aa, ... An) (mod. o'z’). 
Wäre die Bedingung II. nicht erfüllt, und A’ eine Funktion in v’, 
deren Exponent r < r,, die nicht in der Form enthalten ist 
A, hi + Aado F ee F e—a Asmi to), 
so könnte man e 5 s so wählen, daß 
' = Mh h F aa ha +e H tehe +2 0 
mit konstanten Koeffizienten, deren letzter a, nicht verschwindet. Es 
ist hiernach auch r, 5S fs = r. 
Demnach ist A = 2° '4' eine Funktion in o, jund es ergibt 
sich durch Multiplikation mit z’® 
aa ta E arte, 


Es ist daher œ — 2’ * w' eine Funktion in o, deren Exponent (nach 1.) 


<= re— 1, und welche der Kongruenz genügt 
Ä 0 = di å, + aa Aa ++ 0.4. (mod. 02), 
worin a, = — a, von Null verschieden ist. Hiernach müßte aber 
wegen der Eigenschaft II. der Funktionen A der Exponent von œ Sr, 
sein, woraus der Widerspruch erhellt. 
Hiermit ist nachgewiesen, daß das Funktionensystem A}, As... An 
eine Normalbasis von o’ bildet. | 
4. Wir bilden nun die Diskriminante von 2 in bezug auf die 
Variable z und 2’ mit Hilfe der beiden Normalbasen A, 4’; es ist: 
A, (Q) = konst. 4 (A,, A ai); 
Ay (Q) —= konst. Ay, A), o -r An). 
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Setzt man aber für A! die Ausdrücke z” A,, so folgt aus dem Satze 
$ 2, (13) 
Ay (Q) = konst. !rı trat tm 4,(2). 
Ist 4,(2) vom Grade ð, so besitzt 4,(2) die Wurzel 2’ — 0 
[2 (r; Hra ++.) — 6]-mal, und daraus ergibt sich AAN 816,2. 
die werten 
w=2(ntr+'-+n) 


welche hiernach stets eine gerade Zahl ist. 


§ 23. 


Die Differentiaiquotienten. 


1. Da eine jede von Null verschiedene Funktion des Körpers & 
nur in einer endlichen Anzahl von Punkten den Wert Null hat, so 
folgt, daß eine Funktion in Q, von der sich unendlich viele Null- 
punkte nachweisen lassen, notwendig identisch Null ist, oder daß 
zwei Funktionen in 2, welche in unendlich vielen Punkten denselben 
Wert haben, identisch sein müssen. 


2. Sind œ, ß irgend zwei Variable des Körpers Q, so existiert 


in 2 eine mit (ds 73) zu bezeichnende Funktion, welche in unendlich 


dp 
vielen Punkten ® der Bedingung genügt: 


da ~ — Oy 
(a), = GTa 
welche der Differentialquotient von œ nach 8 genannt wird. Ist 
nämlich F («, ß) = 0 die zwischen «œ, 8 bestehende irreduktible 
Gleichung, so ist, wenn wir zunächst diejenigen (in endlicher Zahl 
vorhandenen) Punkte ausschließen, in welchen «, oder ß, = œ oder 
F'(«,) = 0 oder F'(ß,) = 0 ist, 
0 = F(a, B) = F (au Bo) + (a — &%) F (ao) + (B — Bo) F' (Ba) 
+4 la — ao)? F” (wo, a) + 2 (œ — ao) (B — Bi) F” (0o, Ba) 
+ (B — Bo) F” (Bos Bd) + 


Von den beiden ‚Quotienten (Fr F) (iam h E, ist gewiß der eine 


0 
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endlich; ist es der erstere, so ziehen wir aus der letzten Gleichung 
die folgende: 


Buß, F' (œ) + F' (Bo) 


Fr (6-6); (G= za), F" (wo) + 2 GT ge) o Bo) +F" (Bo Bo) + 


woraus für den Punkt ® folgt: 
GE) u vl. (Fe). 


De 


B— Bro Ft) NP (0), 
Wäre p pe ) unendlich, so würden wir ebenso in bezug auf B — fo 
B— Bo A % — Xo 
schließen. 
Es hat also 
do\ FB) 
$i (73) Re TT 


die verlangte Eigenschaft. Dies bleibt auch noch richtig, wenn von 
den beiden Funktionen «, 8 eine konstant ist; denn ist z. B. œ konstant, 
so ist F (œ, p) = «—«, von ß unabhängig, also F'(«) = 1, F'(ß)—=0. 

3. Aus vorstehendem folgt, daß, falls 8 nicht konstant ist, ab- 


gesehen von einer endlichen Anzahl von Punkten F or ein end- 


P — Bo 
licher Wert ist. Ist daher y eine dritte Variable in Q, so ist in 


unendlich vielen Punkten 
%— y & — čo y a. 
G, = EEE) aH 


da da\ dy 
(3), T) (75 5), 
Hiernach und nach 1. ist aber I Identität erfüllt: 
da doj /(dy\*) 
| (2) Fr ke (To) (ap 5) 
*) Man kann auch den Differentialquotienten durch die Gleichung 
E -) E RPR IR (£) 


dß F' (a) 
definieren und durch algebraische Division zum Beweis des Satzes 


(za) = (7) (z8) 


also auch 


gelangen. 
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4. Infolge dieses letzten Satzes können wir jeder der Funktionen 
&, B, y, ... des Körpers Q eine Funktion dæ, dß, dy, ... (Diffe- 
rential) in der Weise zuordnen, daß allgemein 


da (du 

m) 
wird. Die Differentiale der Konstanten, und nur diese sind Null zu 
setzen; die übrigen sind völlig bestimmt, sobald eines derselben will- 
kürlich angenommen ist. Besteht zwischen den Variablen «, ß, y, ..- 
eine rationale Gleichung 

ECI RENER E= 
so folgt aus derselben 
(3) F' («jda +F'(p)dB +F'(y)dy +- = 0; 
denn auf dieselbe Weise wie in 2. schließt man, daß diese Gleichung 
für unendlich viele Punkte befriedigt ist. 
Unmittelbare Folgen des letzten Satzes sind die bekannten Regeln 

für die Differentiation von Summen, Differenzen, Produkten und 
Quotienten : 


(4) d(o+ß) = dat dp, 

6) d(@ß) = «dB + Bdo, 
a\ _ Bda—adß. 

(6) a(g) T ß? 


5. Ist œ eine ganze Funktion von z, so wird im allgemeinen 


= keine ganze Funktion von z sein. Es ist aber aus dem Ausdruck 


($ 3, 7.) 

0 = 0:4 2%0 ++ nm 
ersichtlich, da die Differentialquotienten der ganzen rationalen Funk- 
tionen %,, Va ».. X, wieder ganze rationale Funktionen sind, daß die 


Unterideale der sämtlichen Funktionen do in einem bestimmten Ideal 


dz 
aufgehen müssen, nämlich in dem kleinsten gemeinschaftlichen Viel- 
do, do, don 
Era O, 
werden, welches dies Ideal ist. Zu dem Ende sei z — c eine beliebige 
lineare Funktion von z und 


o (z — c) = pepfıpß..., 


fachen der Unterideale von Es soll untersucht 
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worin die Primideale p, p}, Pa, ... voneinander verschieden sind. Es 
sei nun ¢ dieselbe Funktion wie in $ 11, 2., d. h. eine ganze Funktion 
von 2, welche in den durch die Primideale p, p,, Pa, ... erzeugten 
Punkten $, P, Pa . .. lauter verschiedene Werte hat und jeden der- 
selben nur einfach; dann läßt sich © in der Form darstellen 


o = Yo F Yb He + min, 
worin die rationalen Funktionen Yọ, Yı, --- Yn—ı Von z zwar ge- 
brochen sein können, aber den Faktor z—c gewiß nicht im Nenner 


enthalten. Daraus folgt, daß das Unterideal von a durch keine 


höheren Potenzen der Ideale p, p,, Pa, ... teilbar sein kann, als das 
Unterideal von "2 Ist aber 

!&9)= 0 
die zwischen & und z bestehende irreduktible Gleichung, so ist nach 


gr, 9 
le), mer... 


und m relativ prim zu P, P,, Pas... Da aber 

&__f@ 

dz 70 
; ; dé UA: do 
ist, so kann das Unterideal von Te’ und mithin auch das von ai 


keinen der Faktoren p, p,, Pa, ... öfter als (e — 1), (e,— 1), (e—1), ...-mal 
enthalten. Da nun z—c jede beliebige lineare Funktion sein kann, 
so folgt, daß Er 
welches in dem Verzweigungsideal 3 = M pe~! 6 11) aufgeht. Es 
ist also, wenn a ein Ideal bedeutet: 


kein anderes Unterideal haben kann, als ein solches, 


do 
i Ee = Q, 
also nach § 11, (7) 
/ pO wai 
dz I a e] 


woraus hervorgeht, daß die Funktionen = sämtlich dem zu o kom- 


plementären Modul e angehören. 
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6. Ist die irreduktible Gleichung F(w, z) — 0 zwischen œ und z 
vom nte Grade in bezug auf œ, also 1, ®, œ, ... @®-1 eine Basis von 
2. so ist nach $ 11, (10) 


oF' (w) = 3t, 
und daher muß wegen 

KORB SR 

ae T E 
oF'(z) durch das Ideal f teilbar sein, 

a A EE 


f kann man daher das Ideal der Doppelpunkte in bezug auf œ, z nennen. 
7. Ist ® ein Punkt, in welchem z— c unendlich klein in der 
ersten Ordnung ist (also kein Verzweigungspunkt in z), so sind nach 


5. die Funktionen 2 in ® alle endlich. Ist also n irgendeine 


Funktion in 2, welche in ® endlich ist, so kann man diese als 


; j ; & f 
Quotienten zweier ganzen Funktionen — darstellen, von denen ß in 


ê 


P nicht verschwindet, und daher ist nach (6) auch A in P endlich 


8. Es piae at œ, B irgend zwei Variable in 2; es soll das 
Verhalten von á> 3 in irgendeinem Punkte P untersucht werden. 

Man wähle eine Variable z in 2, welche in ® unendlich klein 
in der ersten Ordnung ist. Hat œ in P einen endlichen Wert œ, so 
kann man nach $15, 1., 2. eine positive ganze Zahl r und eine in 
P endliche und von Null verschiedene Funktion «' so bestimmen, daß 

e. —a,+?«' 
wird. Dies gilt auch noch, wenn œ in $ unendlich ist; nur ist dann 
r eine negative ganze Zahl, und «, ist durch eine beliebige endliche 
Konstante, z. B. O zu ersetzen. Ebenso kann man 


B = Bot B’ 
setzen; 7 und s sind dann die Ordnungszahlen von «—«,, ß— ß, im 
Punkte $, die sowohl positiv als negativ, aber nicht O sein können. 
Aus (2) ergibt sich dann: 


A 


& 
dz 
sß' Tas, di 


Dedekind, Gesammelte Werke, I. 21 


do 


— opm g 
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oder 
& 
B—B, da _ "Fade 
a— AB dß' 
Tr 


Bezeichnet man nun wieder durch den Index O den Wert einer 
Funktion im Punkte ®, so ist, da 


nach 7. endlich sind, 


0) a: 

also endlich und von Null verschieden. Hieraus ergibt sich, daß die 

Ordnungszahl des Differentialquotienten = gleich ist der 

Differenz der Ordnungszahlen von «—«, und ß—Bß,. Ist 

r= s, so ist (G) und mithin (35) Null oder unendlich. Ist 
B— Boo d/o 


dagegen r = s, so sind beide Werte endlich und von O0 verschieden, 
und wir haben daher in allen Fällen 


(8) (=r) aX 


Hierin sind «,, ß, die Werte von œ, ß in ®, wenn diese Werte end- 
lich sind, sonst beliebige Konstanten, z.B. 0. 


9. Sind a, b die Ordnungszahlen von œ — æ, B—Pß, in P, so 
kommt, falls a, b positiv sind, der Punkt P (a—1)-mal resp. (b—1)- 
mal in den Verzweigungspolygonen 3a, 3g in œ, ß vor. Ist aber a 
negativ, so enthält 3. den Punkt P (—a—1)-mal, und Entsprechen- 
des gilt, wenn b negativ ist (§ 16, 1.). Bezeichnet man also mit 
A, B die Unterecke von «, ß, so erhält man, weil die Ordnungszahl 


von — (wie eben bewiesen) immer gleich a — b ist, für diese Funktion 


daß 
folgenden Ausdruck als Polygonquotienten 
de Ba Dr 
9 pear a BL. 
( ) d b 3 B g2 
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8 24. 
Das Geschlecht des Körpers 2. 


1. Bezeichnet man mit we, ws die Verzweigungszahlen, mit ne, 
ng die Ordnungen der Variablen «, ß, so En aus der Formel (9) 


des vorigen §, da Zähler und Nenner von 5 gleichviel Punkte ent- 
halten müssen, die wichtige Relation 

Wa — 2na = Wg— 2ng; 
wenn man also 
(1) p=!iw—n+l 
setzt, welches nach $ 22, 4. eine ganze Zahl ist, so ist diese von der 
Wahl der Variablen unabhängig und eine für den Körper Q charakte- 
ristische Zahl, welche das Geschlecht des Körpers Q genannt wird. 
Daß diese Zahl niemals negativ ist, ergibt sich, wenn man für $w 


den Wert ri +r,+ tr, aus § 22 einsetzt. Man erhält dann 
(2) P=n dr - dr to): 
was, da fa r,...7m>L1 sind, nicht negativ werden kann. 

2. Es seien «, ß zwei Funktionen in & von den Ordnungen m, n, 
von der Beschaffenheit, daß alle Funktionen in 2 rational durch 
o, ß darstellbar sind. Es ist dann 


F (a, ß) = 4,0" + RC T af iaa + m-ı8® Fan 
= b pH bh Art + mib +bm = 0 
die zwischen «&, ß bestehende irreduktible Gleichung, worin ay: @&, -.. @n 
ganze rationale Funktionen von ß, ebenso b, bj, - -. dm ganze rationale 
Funktionen von «œ sind. 
Es sei ferner J 
A, MT 
an 
und X, relativ prim zu A, Y, zu B, so daß A, A, von der Ordnung m, 
B, B, von der Ordnung n sind. Nun ist 
F'(o) = na a + (n —1)a, a”? +: + an1, 


a F' (~) = — 4,07! N 20, re. — N ün, 


| 


a 


woraus hervorgeht, daß 
8 


Fo) = syn 


21* 
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und ebenso 


A g 
P (P) = igas 


sein muß. Es ist nun nachzuweisen, daß das Polygon & durch 3p, 
£ durch 3. teilbar ist. 

Für 8 ist dies leicht einzusehen unter der Voraussetzung, daß 
in sämtlichen Punkten von 3; die Funktion ß einen endlichen, und 
a, einen von Null verschiedenen Wert hat; denn es ist 

u = 4,0 
eine ganze Funktion von ß, und wenn man 
(a) = a" "'F (a, B) 
f («') = a’F'(a). 
Da nun nach $ 11, 5. ogf'(«') durch das von 3, erzeugte Verzwei- 
gungsideal in ß teilbar ist, so folgt hieraus die Richtigkeit der Be- 
hauptung. Analoges gilt für F’(ß). 
Macht man nun für «, ß beliebige lineare Substitutionen: 
c+da ce +de 
ETET: aoi rd’ 
(a +ba)(d— bu) = ad — bc, 
(œ +b B)(d — b p) = a'd —b'e', 

so ist nach § 16, 2. 


setzt, so ist 


Ba = Bws Ba = Bpr 
und die zwischen «', ß’ bestehende irreduktible Gleichung lautet: 
F, (œ, B) = (a + ba'a +b B'E (a, B) = 0. 
Es lassen sich aber unter allen Umständen die Konstanten a, b, c, d; 
a', b', c', d' so wählen, daß die oben angegebenen Voraussetzungen 
sowohl für «' als für ß’ erfüllt sind. 
Denn setzt man die Koeffizienten «a,, b, von «*, B'™ in F (œ', B’) 
in die Form 
a, = (a' + b’B'ym (at dr + a, dr-1b +... + anb”) 
fy g Me b'e m 
i ke. (apdr + a,de-1d +... + anb"), 
b, = (a+bar(b,dm +b,dm-ıb+...+ 5,5") 


ad— ber Rt a Ze er 
- (7) (bod ™ +bdmmib +... + mb), 
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so erkennt man leicht, daß nur für eine endliche Anzahl von Werten 
der Verhältnisse d:b, d':b' die Funktionen @,, d'—b'ß in einem 
Punkte von 3, bp d—bw in einem Punkte von 3. verschwinden 
können. 

Setzen wir nun 


N. LO 20 
= T’ ß PR H? 
so folgt (§ 19, 1.) 
U AR. 
Coe = a+b 77.0 
also: 
WU EAU, 


Ist aber, wie angenommen, b von Null verschieden, so ist A, relativ 
prim zu A, weil in einem Punkte von X die Ordnungszahl von d— ba 
dieselbe ist, wie die von œ ($ 15, 5.) und folglich 


vorn Wen 
also: 


und ebenso: 


Nun ist aber, da F (œ, $) = 0 ist: 
F (œ) = (ad — bc) (a + bay ”?(@ + b' BF (a), 


und wenn also, wie vorausgesetzt : 


F; (a') se Fasi 
so folgt 
' R3 
F («) CL ee 
und in gleicher Weise 
R Be 


P (B) = gapai’ 
Daß das im Zähler dieser beiden Ausdrücke auftretende Polygon R 


in beiden Ausdrücken dasselbe sein muß, ergibt sich aus 


de FB) _ BBa. 
BB Fo) 0 
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Nun ist die Ordnung des Polygons Ar 293m 
m(n —2)+mn = 2m(n — 1), 
also die Ordnung von K 
2r = 2m(n—1)— wẹ 
stets eine gerade Zahl, und daraus ergibt sich 
(3) p = Wn + 1 = (n— 1)(m— 1) —r. 
Das Polygon R wird das Polygon der Doppelpunkte in («, ß) 
genannt. 
8 25. 
Die Differentiale in 2. 
Sind z, z, irgend zwei Variable in & von den Ordnungen n, n, 


und den Verzweigungszahlen w, w,, ferner 3, 3, die Verzweigungs- 
polygone, U, U, die Unterecke von z, z, so ist ($ 23) 


dz _3W 
(1) dz, Ray 3,02 
Jede Funktion œw in & läßt sich in die Form setzen 
WA 
(2) ul: 38’ 


worin X, B Polygone bedeuten, deren Ordnungen a, b der Bedin- 


gung genügen 
2nta=w+b 
oder- ($ 24) 


(3) a—=b+2p—2. 
Wenn man nun eine Funktion œ, durch die Gleichung erklärt 
w dz. = o,d2.. 
so erhält nach (1) œ, die Bezeichnung 
Api uva 
| Zı® 
Wir nennen in der Folge solche Ausdrücke, wie 


odz = o dz, 
Differentiale in &, und bezeichnen dieselben in symbolischer Weise 
durch ein Zeichen wie do. Ein solches Differential ist hierdurch 
invariant, d. h. unabhängig von der Wahl der Veränderlichen z 
erklärt und ist durch die beiden Polygone X, B vollständig bestimmt. 
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Wir können ohne Gefahr eines Mißverständnisses die symbolische 

Bezeichnung 
w A 

do = p? 
also beispielsweise auch 

dg = À 
anwender. Diese Bezeichnung eines Differentials durch einen Polygon- 
quotienten unterscheidet sich von der ähnlichen Bezeichnung der 
Funktionen in & (§ 17) dadurch, daß bei letzterer Zähler und Nenner 
von gleicher Ordnung sind, während bei den Differentialen die Ord- 
nung des Zählers die des Nenners um 2p—- 2 übertrifft. Wie bei 
der Bezeichnung in § 17, können auch hier gemeinschaftliche Teiler, 
welche X und X etwa enthalten, unterdrückt werden. Sind X und 
P relativ prim, so heißt A das Obereck, ® das Untereck des Diffe- 
rentials d ©. 

Unter den hier aufgestellten allgemeinen Begriff des Differentials 
in & fallen als spezielle Fälle auch die in § 23, 4. erkärten Diffe- 
rentiale der Funktionen des Körpers &. Diese nennen wir eigent- 
liche Differentiale, während die anderen, welche nicht als 
Differentiale von in & existierenden Funktionen dargestellt werden 
können, uneigentliche oder Abelsche Differentiale genannt 
werden. 

Funktionen von der Form (2), die nach unserer jetzt getroffenen 
Festsetzung mit = bezeichnet werden können, nennen wir Diffe- 
rentialquotienten nach z und unterscheiden gleichfalls zwischen 
eigentlichen und uneigentlichen Differentialquotienten, je nach- 
dem d® ein eigentliches oder uneigentliches Differential ist*). 

Es entsteht nun die Aufgabe, den Umfang des Begriffs der 
Differentiale festzustellen, d. h. alle Polygone X, B zu finden, welche 
Ober- und Untereck eines Differentials sein können. Wir schicken 
darüber die folgenden allgemeinen Bemerkungen voraus: 

*) Der Quotient irgend zweier eigentlichen oder uneigentlichen Differentiale iz 


hat stets die Bedeutung einer bestimmten Funktion in Q. Wir beschränken uns 
im folgenden aber auf die Betrachtung solcher Quotienten, bei denen wenigstens 
der Nenner ein eigentliches Differential ist. 
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Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß 5 ein 


Differential sei, ist die, daß für eine beliebige Variable z 

wa 

RE 
eine Funktion in & ist, also daß UPA mit 38 äquivalent ist. Dies 
Verhältnis bleibt aber bestehen, wenn A, ® selbst durch äquivalente 


Polygone W, B' ersetzt werden. Halten wir ® fest, und ist a ein 


B 
Differential, so werden hiernach 
w Ay" 
8’. 8’ 


dann und nur dann Differentiale darstellen, wenn die Polygone X, 
A, A”, ... alle derselben Klasse A angehören. Bilden die Polygone W, 
A, M, ... eine Basis von A, ist also 


A = A, U U...) 


so bilden die zugehörigen Differentialquotienten in bezug auf eine 


do, do, do, 


beliebige Variable z, --. die Basis einer Funk- 


d2z’ d2’ dz’ 
tionenschar von endlicher Dimension, und dementsprechend werden 
wir auch do,, da,, do,, ... die Basis einer Schar von Diffe- 


rentialen 
(do, dD, do,,...) 
von derselben Dimension nennen. Dies besagt, daß jedes Differential 
do, dessen Untereck Y oder ein Teiler von ® ist, in der Form dar- 
gestellt werden kann 
do = cdo, + Cedo, +c0,do,-+ -: 


mit konstanten Koeffizienten c,, Ca, Cp ... 


§ 26. 
Die Differentiale erster Gattung. 


Wir betrachten zunächst die einfachsten unter den Differentialen in 
Q, nämlich die, deren Untereck das Nulleck O ist. Solche Differentiale 
(deren Existenz freilich erst noch nachzuweisen ist) heißen Diffe- 
rentiale erster Gattung. Das Obereck ® eines solchen Differentials 
dw, dessen Ordnung 2p— 2 ist, wird als das Grundpolygon von 
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dw bezeichnet und heißt ein vollständiges Polygon erster 
Gattung, während jeder Teiler eines solchen ein Polygon erster 
Gattung schlechtweg genannt wird. Ist W — AB, so heißen A, 
B Ergänzungspolygone voneinander. Ein Polygon, welches nicht 
Teiler eines vollständigen Polygons erster Gattung ist, also ins- 
besondere jedes Polygon von mehr als 2 p— 2 Punkten heißt ein 
Polygon zweiter Gattung. 

1. Nach dem oben Bemerkten bilden alle vollständigen Polygone 
erster Gattung eine Polygonklasse W, deren Dimension zu bestimmen 
ist; ergibt sich diese Dimension —>0, so ist damit zugleich die 
Existenz der Polygone erster Gattung nachgewiesen. Diese Dimension 
ist aber dieselbe wie die Dimension der Schar der Differentiale erster 
Gattung oder auch, für eine beliebige Variable z, der Schar der 
Differentialquotienten erster Gattung, wenn wir als Diffe- 
rentialquotienten erster Gattung nach z die Funktionen 


Bd 
dz 
bezeichnen. Eine solche Funktion u hat nach § 25, (2) den Ausdruck 
FRA 
b 3 I 


und man erkennt leicht aus der Betrachtung der Ordnungszahlen in 
den verschiedenen Punkten, daß ein solcher Differentialquotient erster 
Gattung durch folgende beiden Eigenschaften vollkommen definiert ist: 

I. In jedem Punkte P, in welchem z einen endlichen Wert z, 
hat, ist 

(u@— 2,)) = 0. 
I. In einem Punkte %, in welchem z unendlich ist, ist 
(zu), = 0. 
Bedeutet wie in § 11, 4. 


r = (z — e) (z — c)®—6,) ... 
das Produkt sämtlicher voneinander verschiedenen Linearfaktoren der 
Diskriminante 4,(&), ı das Produkt sämtlicher voneinander ver- 
schiedenen in r aufgehenden Primideale, so ist die Bedingung I. voll- 
kommen gleichbedeutend mit der, daß ru eine Funktion in r, oder 
daß u eine Funktion des zu o komplementären Moduls e sein muß 
[$ 11, 4. (6), Um also die Gesamtheit der Funktionen u zu er- 
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halten, hat man unter den Funktionen in e diejenigen aufzusuchen, 
welche der Bedingung II. genügen. 

2. Zu diesem Zwecke legen wir eine Normalbasis A,, Ay». An 
von o zugrunde ($ 22) und bezeichnen die dazu komplementäre Basis 
mit u, Wa --- Um So daß jede der Bedingung I. genügende Funktion, 
also auch jeder Differentialquotient erster Gattung, in der Form ent- 
halten ist 


(1) Eu Yı lı F Yalla `t + Ynln, 


worin Y, Ya +++ Yn ganze rationale Funktionen von z sind. Aus 
den Grundeigenschaften der komplementären Basis ergibt sich aber 


(§ 10, 3.) 


y = Suh); ris 2. 8 (u). 


vi ars 


Da nun a in o’ enthalten, also für z— © endlich ist, und uz 
z 8 


nach II. in jedem solchen Punkte verschwindet, so folgt (§ 16, 5.), 
dag —% 
ur! 
Funktion y den Grad r,— 2 nicht übersteigen kanr. 
Es muß daher, falls r,<2 ist, ys verschwinden, also ist unter 
allen Umständen (§ 22, 2.) 


Yı = 0; Su) = 0 


(Abelsches Theorem für Differentiale erster Gattung) und, 
falls , > 2: 

(2) NE +2 ++ +0,02. 

Es ist noch zu zeigen, daß diese Bedingungen auch hinreichend sind, 
d. h. daß jede Funktion von der Form (1), in welcher die y, den 
Ausdruck (2) haben, der Forderung II. genügt, oder, was dasselbe 
ist, daß, wenn »,=2 ist, 2’°”"u, in allen Punkten, in welchen z 
unendlich wird, verschwindet. Dies ergibt sich sofort durch die Be- 


für z — oo verschwinden muß, d.h. daß die ganze rationale 


trachtung des Systems o’ der ganzen Funktionen von z' — Ši für 


welches nach § 22, 3. die Funktionen 
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eine Normalbasis bilden. Die hierzu komplementäre Basis ist nach 
8 10, 5. 
mr, WEM -e Un = Z” ln, 
und da (wegen der Eigenschaft I., auf z', w' angewandt) 
Ed A E o eA, 
so folgt 


Aal E, für OSEO, 


w. z. b. w. 

Da aber die Funktionen złu, linear unabhängig sind (wegen der 
rationalen Unabhängigkeit der Funktionen u,), so ergibt sich hieraus 
nach $ 24, (2) der Hauptsatz: 

Die Schar der Differentiale erster Gattung. ist von der 
Dimension 

u m Sams) FE = p, 

und demnach ist auch p die Dimension der Klasse W der 
vollständigen Polygone erster Gattung. 

Als Basis der Schar der Differentialquotienten erster Gattung 
nach z kann man die p Funktionen Au, (h Æ r,— 2) wählen, und 
die Grundpolygone W, W, ... W, der zugehörigen Differentiale dw 
bilden eine Basis der Klasse W. 

3. Wegen einer späteren Anwendung soll hier noch eine besondere 
Art von Differentialquotienten erster Gattung u' betrachtet werden, 
nämlich die, bei welchen die Bedingung II. ersetzt ist durch die 
dieselbe einschließende Bedingung. 
IH. In jedem Punkte ®, in welchem z unendlich ist, sei 
u) = 0, 
wo k eine gegebene positive ganze Zahl. 
Die Funktionen u’ lassen sich darstellen durch 
WE daaa 
WTA 
und bilden ebenfalls eine Schar; desgleichen bilden die Polygone ®’ 
eine Klasse W’, deren Ordnung ist 
w—n(k+i) = 2p—2—n(k— 1). 
Die Polygone ®’ sind jedoch von der Wahl der Variablen z nicht 


unabhängig. Die Dimension der Klasse W’ läßt sich nach derselben 
Methode bestimmen. wie die der Klasse W. Da nämlich die Bedin- 
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gung I. erfüllt ist, so sind Funktionen u' gleichfalls in der Form (1) 
enthalten; jedoch muß jetzt 
Ys PE ' yk LA > 
ae A S(u z zA 
für z — © verschwinden, und daher kann der Grad der ganzen 
rätionalen Funktion y, die Zahl »,„—k—1 nicht übersteigen. Es 
verschwindet also %, identisch, sobald r< k + 1; andernfalls ist 


(3) ) ee ++ +, N, 
Hat umgekehrt %, diese Form, so wird durch die Funktion 
8 
i by Ys Us 


der Bedingung III. genügt, denn es hat, wie in 2. bewiesen, 
ke TE] u) ANA zelu, 
für z2—= co den Wert 0. 


Daraus ergibt sich, daß die Dimension der Schar der Funktionen 
u' und folglich auch der Klasse W' 


ra > (r ik k) 
ist, wobei jedoch in der Summe nur diejenigen Glieder beizubehalten 
sind, die einen positiven Wert haben. Sind alle r,— k Æ 0, so exi- 
stieren die gesuchten Funktionen überhaupt nicht. 


MEE 
Polygonklassen erster und zweiter Gattung. 
Ist A ein Polygon erster Gattung, so sind alle mit X äquivalenten 
‚Polygone gleichfalls von der ersten Gattung. Denn wenn X und B 
Ergänzungspolygone sind und 


WB, 
so ist, wenn A, B die Klassen von X und 2 sind: 
| AB=W, 
und, wenn W mit A äquivalent ist, auch WB — ®’ äquivalent mit 


W ($ 18, 5.). 

Wir nennen daher solche Klassen, welche Polygone erster Gattung 
enthalten, Polygonklassen erster Gattung, die übrigen Polygon- 
klassen zweiter Gattung. Die Klasse W der vollständigen Polygone 
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a 


erster Gattung heißt die Hauptklasse, und zwei Klassen A, B, 
die der Bedingung genügen 


AB=W, 
Ergänzungsklassen. 
Ist og 
le f 


eine Funktion in 2, und W relativ prim zu A, also die Klasse A 
von A eine eigentliche, so nennen wir n eine Funktion erster oder 
zweiter Gattung, je nachdem die Klasse A von der ersten oder 
von der zweiten Gattung ist. 

Ist A eine beliebige Klasse erster Gattung und g die Anzahl 
der voneinander unabhängigen Polygone ®, die durch irgendein 
Polygon X der Klasse A teilbar sind, so ist nach § 21, 2. 

q = (4, W) = (0, B) 

d. h. gleich der Dimension der Ergänzungsklasse B von A. Ebenso 
ist (B, W) gleich der Dimension der Klasse A. Ist A eine Klasse 
zweiter Gattung, so ist (A, W) = 0. Da p die Dimension von W 
ist, 'so ist nach § 20, 2., 3. jede Klasse, deren Ordnung Æ p— 1 ist, 
von der ersten Gattung, und es gibt insbesondere Klassen A von 
der Ordnung p— k derart, daß (A, W) = (O, B) = k ist. Aus den 
gleichen Sätzen folgt, daß es Klassen von der Ordnung p gibt, 
welche von der zweiten Gattung sind. 


28. 
Der NETON, Satz für eigentliche Klassen. 

Der Riemann-Rochsche Satz, der nach seiner gewöhnlichen 
Ausdrucksweise die Anzahl der willkürlichen Konstanten kennen lehrt, 
welche eine Funktion enthält, die in einer gewissen Anzahl gegebener 
Punkte unendlich wird, enthält nach unserer Darstellungsweise eine 
Beziehung zwischen der Dimension und der Ordnung einer Klasse, 
resp. einer Klasse und ihrer Ergänzungsklasse. Indem wir uns zu- 
nächst auf eigentliche Klassen beschränken, schicken wir der Ab- 
leitung dieser fundamentalen Relation die folgenden Bemerkungen voraus. 

1. In einer eigentlichen Klasse A kann man nach § 19, 2. stets 
zwei zueinander relativ prime Polygone X, W auswählen (eines der- 
selben kann in der Klasse beliebig angenommen werden). Setzt man also 

X’ 


= 


A 
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und, wenn W ein beliebiges drittes Polygon der Klasse A bedeutet: 


ae. 
he "Sau e 


so ist nach $ 17 œ eine ganze Funktion von z, z eine ganze Funktion 


von P Es ist daher (§ 22) der Exponent von o Æ 1. 


Ist umgekehrt œ eine ganze Funktion von z, deren Exponent 
Æ 1 ist, so hat es die Form 


Le 
o = y’ 
wo X” ein Polygon der Klasse A ist. Wenn nämlich 
Ar Salbe. 


= 7=I7 
und A; relativ prim zu Ñ, angenommen wird, so kann zunächst, da 


œ eine ganze Funktion von z sein soll, X, keinen Punkt enthalten, 
der nicht auch in X enthalten wäre. Es kann aber auch A, keinen 


Punkt öfter als A enthalten, weil sonst = in einem solchen Punkte 
(der nicht in X’ vorkommen kann) unendlich, also keine ganze Funktion 


Ei k : REES 
von — wäre, Daher ist X teilbar durch A,, und œ kann in die Form 


" 


% gesetzt werden. 


2. Um also die Gesamtheit der Polygone der Klasse A zu er- 
halten, haben wir nur diejenigen ganzen Funktionen von z aufzu- 
suchen, deren Exponent Æ 1 ist. 

Ist n die Ordnung der Klasse A, also auch die Ordnung der 
Variablen z, und bilden A,, Ay ... Ân eine Normalbasis von o mit 
den Exponenten fi, fa, -.. fn, darunter r, der letzte, welcher = 1 
ist, so kann jede Funktion œ, deren Exponent Æ 1 ist, nach $ 22, 2. 
in der Form dargestellt werden 


o=c,4,+0%4A+''+%4+ 20. 


Da der Exponent von zw, aber nicht größer als 1 sein kann, so 
muß œw, eine Konstante sein, und daher 


0 = Ch, F Caha tee + Cs ås F Cs4 12. 
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Umgekehrt genügt jede Funktion von dieser Form -der gestellten 
Forderung. Es ist also s+ 1 die Dimension der Klasse A, welche 
hiernach, in Übereinstimmung mit § 21, 1., stets =Æ n + 1 ist. Die 
obere Grenze n+ 1 kann aber nur in dem Falle p = 0 erreicht 
werden und wird auch wirklich erreicht, weil in diesem Falle 
Tos fg- Tn = 1 sind. Daraus ergibt sich, daß ein einzelner 
Punkt $ nur, falls p = 0 ist, zu einer eigentlichen Klasse ge- 
hören kann. | i 
3. Wenn von den Exponenten 7,11, fso --. n einer größer 
als 2 ist, so ist sicher auch r„> 2, und es sind nach $ 26, 2., wenn 
3 das Verzweigungspolygon in z bedeutet, 
u A er, ER 
BAT TB 
Differentialquotienten erster Gattung nach z, also 
AD, =- IB 
oder, da X, W relativ prim sind, 
B—- A, W—=UWL, 
d. h. die Klasse A ist von der ersten Gattung (z eine Variable erster 
Gattung). Machen wir daher zunächst die Annahme, es sei A eine 
Klasse zweiter Gattung, so folgt 
ea a A E 
und 
P= ten -)D+ Rn dt + Dans 
Die Dimension s + 1 der Klasse A ist daher 
(0, AA)=n—pH+Hl. 
4. Machen wir zweitens die Annahme, es sei A von der ersten 
Gattung und wie in § 27 ` 
q = (4, W), 
so existieren q linear unabhängige, durch A teilbare vollständige 
Polygone erster Gattung, und die diesen entsprechenden Differential- 
quotienten erster Gattung nach z, deren es ebenfalls q und nicht 
mehr linear unabhängige gibt, haben den Ausdruck 
I io. 
Rk Y. B 
worin ® ein Polygon von 2 p — 2 — n Punkten bedeutet; die Klasse B 
von ® ist die Ergänzungsklasse von A, und daher ihre Dimension 
gleich q (8 27). 
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Diese Funktionen v haben aber die Eigenschaft, daß in den Eck- 
punkten von A, d. h. für z = & nicht nur zv, sondern auch 
AMIB 
3 
verschwindet, und sind hierdurch und durch die Forderung, Diffe- 
rentialquotienten erster Gattung zu sein, völlig bestimmt. Denn ist 


pl. Vi r 
pii. Dis hart lm 
so muß, wenn 2?» in allen Punkten von A verschwinden soll, W durch 
A teilbar sein, da W relativ prim zu A vorausgesetzt ist. Es ist 
daher nach $ 26, 3.: 
= (HH 2) (rs +a — 2) +-+ +m—2), 
andererseits 


p= (rs+1— 1) + (rs +42 — 1) H +m—)), 


p—q =n—s 8s =n—p+tg. 
Hierin ist der Riemann-Rochsche Satz enthalten, dem wir, mit 
Rücksicht auf § 27, für diesen Fall folgenden Ausdruck geben können: 
Sind A, B Ergänzungsklassen erster Gattung, von denen 
wenigstens die eine eine eigentliche ist, und a, b ihre Ord- 
nungen, also 


Ay = 


folglich: 


a +b = 2pr—2, 


(0, A)— ia = (0, B)— 4b. 

5. Wir können, wenn wir den Fall (4, W) = 0O nicht aus- 
schließen, den Riemann-Rochschen Satz für beide Fälle dahin 
zusammenfassen : 

Ist A eine eigentliche Klasse von der Ordnung n, so ist 
ihre Dimension 

(0, A) = n—p +1 +(4, W). 
Da die Dimension einer eigentlichen Klasse (wenn sie nicht aus dem 


einzigen Nulleck besteht) mindestens — 2 sein muß, so folgt noch, 
wenn (A, W) = 0 ist, 


so ist 


n>p+l, 
und daraus der von Riemann herrührende Satz: 
Jede Funktion, deren Ordnung Æ p ist, ist eine Funktion 
erster Gattung. 
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6. Es läßt sich mit Hilfe dieser Sätze leicht beweisen, daß die 
Hauptklasse W der vollständigen Polygone erster Gattung 
stets eine eigentliche ist. 

Ist nämlich M der Teiler von W, so läßt sich nach § 19, 2. 
in W ein Polygon AM derart finden, daß A relativ prim zu W ist 
Die Klasse A von X ist eine eigentliche ($ 21, 3.), und zugleich ist 
AM das einzige durch A teilbare Polygon der Klasse W (weil jedes 
Poiygon in W den Teiler M hat). Also ist 

[Amel 
Nun ist p die Dimension von W, also auch die von A, und mithin 
nach dem Riemann-Rochschen Satze die Ordnung von A gleich 
2 p— 2, d. h. ebenso groß wie die von W. Mithn ist M = D. 


8 29. 
Der Riemann-Rochsche Satz für uneigentliche Klassen erster Gattung. 
Ist A eine Klasse erster Gattung vom Teiler M und 
A—MA, 

so it A' eine eigentliche Klasse erster Gattung. Es sei B die Er- 
gänzungsklasse von A; B’ die von A’; a, b die Ordnungen der 
Klassen A, B; m die len von M. Die gesamte Klasse B er- 
hält man, wenn man in sämtlichen durch M teilbaren Polygonen 
der Klasse B’ den Faktor M unterdrückt; denn ist 


AS S AMDn, 
so gehört MB in die Klasse B', und umgekehrt, wenn 
AV -AWMI—-B 
ist, so gehört Y in die Klasse B. 
Hieraus ergibt sich aber nach § 21, 2. 
(0, B) = (0, B)— m 
Nun ist A’ eine eigentliche Klasse von derselben Dimension wie A 
und von der Ordnung a— m, also ($ 28, 5.) 


(0, A) = (0, A)=a—m—p+1+(4, W), 


oder 
(0, A) = (0, B)—m +a — p+ 1; 
daher - 
ie (0, A)<(0, B)+a—p+1 = (0, B)+4(a—b), 
als 
(0, A)—}a = (0, B)— 1b. 
Dedekind, Gesammelte Werke, I. 29 
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Da aber die Klassen A, B miteinander vertauscht werden können, 
so folgt in gleicher Weise 


(0, B)—!1b = (0, A)—!a, 
(0, A)— 1a = (0, B— ib, 


wodurch der Riemann-Rochsche Satz in derselben Form wie 
in § 28, 4. für Polygonklassen erster Gattung allgemein 
nachgewiesen ist*). 


d. h. 


§ 30. 


Uneigentliche Klassen zweiter Gattung. 


Es soll nun die Bedingung aufgesucht werden, unter der eine 
Polygonklasse zweiter Gattung A von der Ordnung n überhaupt eine 
uneigentliche sein kann, wobei sich die allgemeine Gültigkeit des 
Riemann-Rochschen Satzes von selbst ergeben wird. 

1. Jede Klasse A kann stets durch Multiplikation mit einer 
andern Klasse N von der Ordnung v in eine eigentliche Klasse AN 
verwandelt werden. Denn ist X ein beliebiges Polygon in A, so 
wähle man eine Variable z, welche in sämtlichen Punkten von 4 
endlich bleibt (§ 15, 6.) Ist dann n eine beliebige Funktion des 
durch A erzeugten Ideals in z, so ist das Obereck von n durch A 
teilbar, also von der Form AN, und die Klasse von AN ist eine 
eigentliche. ; 

-2. Die Dimension der eigentlichen Klasse AN zweiter Gattung 
ist nach $ 28, 3. 

(0, AN) Be SFTIFETE 
und hieraus folgt nach $ 21, 2. 
(0, abt Brak Ee Aa 
Ist nun der Teiler M der Klasse A von der Ordnung m, und 
A—= MA, 


*) Nach der Ausdrucksweise von Christoffel (Über die kanonische Form 
der Riemannschen Integrale erster Gattung, Annali di Matematica pura ed 
applicata, Serie II, Tomo IX) ist 

(4, W)+a—p = (0, B)+a—p = (0,4)—1 


der „Überschuß*, 
Amer 


der „Defekt“ des Punktsystems U. 
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so ist A’ eine eigentliche Klasse von derselben Dimension wie A, und 
mithin (§ 28, 5.) 


(0, A) = (0, A) = n—m— p+ 1+ (£, W), 
(4 W) > m, 


d.h. A’ muß gewiß von der ersten Gattung sein, wenn A eine 
uneigentliche Klasse ist. Ist also B’ die Ergänzungsklasse von A’, 
so ist auch 


also 


(0, B) =m. 
Wäre aber (O, B’>m, so würde sich nach § 20, 2. in B’ ein durch 
M teilbares Polygon MB finden lassen und es wäre 

AMZ— AIR, 

also A von der ersten Gattung, gegen die Voraussetzung. Es ist also 

(A, W)=m 
und folglich 
(0, A) =n— p+., 
worin wieder der Riemann-Rochsche Satz für diesen Fall, genau 
in der Form von § 28, 3. enthalten ist. 

5. Enthält die Klasse A nur ein einziges isoliertes Polygon, so 
ist (0, A) = n — p + 1 = 1, mithin n = p, d.h. ein isoliertes 
Polygon zweiter Gattung hat stets die Ordnung p. Umgekehrt ist, 
nach 2. jedes Polygon zweiter Gattung von der Ordnung p ein isoliertes. 

4. Unter Beibehaltung der Bezeichnung von 2. ist (O, B') = m 
und daher läßt sich nach dem oft angewandten Satze ($ 20, 2.) in 
B' ein durch ein beliebiges (m — 1)-Eck teilbares Polygon finden. 
Setzt man also, indem man einen beliebigen Punkt P von M absondert, 

a PM, 
so ist ein Polygon WB in B’ enthalten und also 

AMB — H. 
Das Polygon WM — A” und seine Klasse A” sind daher von der 
ersten Gattung, und A hat, wenn P die Klasse von P bedeutet 
die Form 

A PA' 
Zugleich muß (A”, W) = (O, B") = 1 sein, d. h. die Ergänzungs- 
klasse B” von A” enthält nur ein einziges isoliertes Polygon ®”, da 
sonst in B” ein durch ® teilbares Polygon existieren würde, und 
also auch A gegen die Voraussetzung von der ersten Gattung wäre. 

22 * 
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5. Ist umgekehrt A” eine Klasse erster Gattung, für welche 
(4'", W)=1, so daß die Ergänzungsklasse B” von A” aus einem 
isolierten Polygon ®” besteht; ist ferner P ein in B” nicht aufgehen- 
der Punkt, und seine Klasse P, so ist A = P A" eine uneigentliche 
Klasse zweiter Gattung von der Ordnung n, in deren Teiler P aufgeht. 

Daß A von der zweiten Gattung ist, ergibt sich zunächst aus 
der Annahme, daß P in V” nicht aufgeht. Die Dimension von A 


ist daher nach 2. 0, draa +, 
wo n die Ordnung von A bedeutet; andererseits ist die Dimension 
der Klasse A” nach §§ 28 und 29: 

(0, A") = n— p + (4", W) = n— p+ 1; 
also sind Æ und A” von derselben Dimension. Sämtliche Polygone 
der Klasse A’ gehen aber durch Multiplikation mit ® in Polygone 
der Klasse A über, und wegen der Gleichheit der Dimensionen wird 
hierdurch auch die letzte Klasse vollständig erschöpft. Es enthalten 
daher sämtliche Polygone der Klasse A den Faktor P, der sonach 
auch im Teiler von A aufgeht. 

6. In dem besonderen Falle, wo das Geschlecht p des Körpers & 
den Wert 0 hat, kommen Polygone und Klassen erster Gattung über- 
haupt nicht vor. Es existieren also in diesem Falle auch keine 
uneigentlichen Klassen. Die Dimension einer jeden Klasse ist um 
1 größer als ihre Ordnung. Insbesondere gehört also auch jeder 
Punkt ® zu einer eigentlichen Klasse von der Dimension 2, und 
daher’ existieren in diesem Falle in & Funktionen z, welche von der 
ersten Ordnung sind. Durch eine solche läßt sich jede andere 
Funktion des Körpers rational ausdrücken, denn die zwischen z 
und einer anderen Variablen des Körpers bestehende irreduktible 
Gleichung ist in bezug auf letztere vom ersten Grad ($ 15, 7.). 


8 31. 
Die Differentiale zweiter und dritter Gattung. 
1. Ist jetzt nach der in § 25 eingeführten Bezeichnung 
fo A 
do == 3 
ein beliebiges Differential in 2, also, wenn a, b die Ordnungen von 
X und Y sind, WERE 
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und werden X, ® als relativ prim vorausgesetzt, so muß, wenn U, 3 
Untereck und Verzweigungspolygon für eine beliebige Variable z be- 
deuten, WA mit 38 äquivalent sein ($ 25). Bezeichnet man also 
mit U, Z, A, B die Klassen der Polygone U, 3, X, B, so muß 


DA ZB 
sein. Andererseits ist aber, wenn W die Hauptklasse erster Gattung ist, 
UW 2, 
woraus sich die Relation 
A = BW 


ergibt. Ist umgekehrt X ein beliebiges Polygon der Klasse BW, so 
folgt daraus die Äquivalenz von UA mit 38, also die Existenz 


eines Differentials von der Bezeichnung Ss Daraus ergibt sich, daß 


H dann und nur dann. Untereck eines Differentials d® sein kann, 
wenn in BW ein zu ® relativ primes Polygon existiert, d. h. wenn 
der Teiler der Klasse BW relativ prim zu ® ist. Die Dimension 
der Kiasse BW gibt dann zugleich die Dimension der zum Untereck ® 
gehörigen Schar von Differentialen do ($ 25). Die Sätze § 30, 4., 5. 
ergeben daher, da (W, W) = 1 ist, das folgende Resultat. 


a) Besteht B aus einem einzigen Punkt (ist b = 1), so ist die 
Klasse BW eine uneigentliche mit dem Teiler 8; also kann die 
Ordnung b des Unterecks eines Differentials do nicht gleich 
Eins sein. 

b) Ist b = 2, so ist BW stets eine eigentliche Klasse zweiter 
Gattung und daher ihre Dimension 

bpl. 
Untereck eines Differentials kann also jedes beliebige 
Polygon von mehr als einem Punkt sein, und es existieren 
unter den zu einem Untereck von der Ordnung b gehörigen 
Differentialen b + p— 1 linear unabhängige. 


2. Wir suchen jetzt unter der Voraussetzung, daß b52 ist, 
für die Klasse A eine Basis derart auf, daß jedes Element N, dieser 
Basis ein Differential d®, von möglichst einfacher Beschaffenheit 
liefert, nämlich ein solches, dessen Untereck eine Potenz eines ein- 
zelnen Punktes oder das Produkt aus nur zwei verschiedenen 
Punkten ist. 
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Angenommen, es sei für die Klasse BW eine solche Basis bereits 
gefunden 
(1) Bin ma a ER 
so bilden wir daraus, wenn P die Klasse eines beliebigen Punktes ® 
bedeutet, eine ebensolche Basis für die Klasse BPW von der 
Dimension b -+ p, nämlich 
(2) BA PA eee RAE Aa 
Die ersten b-+p— 1 dieser Polygone gehören wirklich der Klasse 
BPW an und sind voneinander unabhängig, weil es die Polygone (1) 
sind; zugleich sind die aus ihnen gebildeten Differentiale 
PA, =% 

PB 
mit den aus (1) gebildeten identisch. Es he also nur noch auf 
die Bildung von W an, wobei zwei Fälle zu unterscheiden sind. 

a) Geht P in B auf und ist B — MP", M nicht durch P 
teilbar, so ist Pm+ıW eine eigentliche Klasse (weil m+1>2, 
8 30, 4.), in welcher folglich ein durch ® nicht teilbares Polygon N 
existiert; setzt man nun W — MN, so gehört W der Klasse BPW 
an und ist durch $P nicht teilbar, folglich auch nicht in der Schar 
(PA, PAn... P%+p—ı), deren Teiler P ist, enthalten; mithin 
sind die Polygone (2) unabhängig voneinander, und da ihre Anzahl 
b+ p ist, so bilden sie eine Basis der Klasse BPW. Das aus W 
gebildete Differential 


am, — 


= EB fnri 
hat die geforderte Form, da sein Untereck eine Potenz eines einzelnen 
Punktes ist. 

b) Geht P nicht in ® auf, so wähle man ein für allemal einen 
in ® aufgehenden Punkt P, und setze BY — MP, (gleichgültig ob 
M durch P, teilbar ist oder nicht) Man wähle sodann in der 
eigentlichen Klasse PP,W ein durch ® und ®, nicht teilbares 
Polygon N, so gehört W — MN wieder in die Klasse PBW, und 
da W nicht durch ® teilbar ist, so folgt wie oben, daß die Polygone (2) 
eine Basis von BPW bilden. Zugleich ist 


nipate ahia a 


also von der verlangten Form. 
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Es bleibt noch übrig, den Anfang dieser Operation zu be- 
schreiben. Ist b = 0, also B = QO, so ist 


BW = Wi BR, Bar i Bp) 


(die Hauptklasse erster Gattung). 
Ist b — 2, so wähle man aus der eigentlichen Klasse BW ein 
Polygon N, welches relativ prim zu ® ist; dann ist 


BW = (BB, BB,,:.. BWp, N). 


Geht man von dieser Basis aus, um in der oben beschriebenen Weise 
eine Basis (1) zu bestimmen, die dem beliebig gegebenen Polygon 


B — Pu Pre pm | 
entspricht, und bestimmt die beiden Polygone X,, B, aus der Bedingung 


i A, A, 
+ u, — en 3 
so daß sie keinen gemeinschaftlichen Teiler haben, so sind die Polygone 
B,, die als Unterecke der Differentiale do, auftreten, folgende: 

a) p-mal tritt der Nenner © auf, und die zugehörigen Differentiale 
do, sind die Differentiale erster Gattung. 

b) Je einmal treten die Unterecke Pi, Pi, .. . Pri (wenn m, > 2), 
Par Pl- Pra; P3, PR, --- Pe, ... auf. 

Die zu den Unterecken $” gehörigen Differentiale do, werden, 
wenn eine genauere Unterscheidung nötig ist, mit digr—ı bezeichnet 
und heißen Differentiale zweiter Gattung. 

c) Endlich treten die Produkte P, Pa, P, Pz, - . . (bei festgehaltenem 
P,) je einmal auf. Die zugehörigen Differentiale dõ, werden mit 
dag, pp bezeichnet und heißen Differentiale dritter Gattung. 

Jedes Differential d®, dessen Untereck ® ist, kann in der Form 
dargestellt werden 


(3) do = >e do, 


mit konstanten Koeffizienten c,, welche die Normalform des Diffe- 
rentials d® genannt wird. Hat man jedes der einzelnen Differentiale 
do. auf eine bestimmte Art gewählt, so läßt sich die Normalform 
auch nur auf eine einzige Weise herstellen, was unmittelbar aus 
der linearen Unabhängigkeit der Differentiale do, folgt. 
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8 32. 


Die Residuen. 


1. Ist do ein beliebiges Differential in & und $ ein Punkt, der 
m-mal im Untereck ® desselben vorkommt (m > 0), so wähle man 
eine Variable z so, daß sie in ® oo! wird. Es läßt sich dann (nach 
§ 15, 4.), und zwar nur auf eine Weise, setzen 


(1) = = Am gR I + Am 32° + + t tOr +22, 
worin die æ Konstanten, y eine Funktion in 2, die in $ endlich ist. 
Der Koeffizient —a_, von —z7! in diesem Ausdruck heißt das 
Residuum des Differentials d® in bezug auf den Punkt ®%. 
Aus dieser Definition ergeben sich die folgenden Sätze: 

2. Das Residuum in bezug auf einen Punkt P kann nur dann 
von Null verschieden sein, wenn m > 0, d.h. wenn der Punkt P im 
Untereck von d® wirklich vorkommt, und ist daher für die Diffe- 
rentiale erster Gattung immer gleich 0. 

3. Das Residuum einer Summe von Differentialen ist gleich der 
Summe der Residuen der einzelnen Differentiale. 

4. Das Residuam eines eigentlichen Differentials ist stets 
gleich 0. Ist nämlich ø eine Funktion in 2, und wenn die b Kon- 
stanten, 0’ eine in P endliche Funktion bedeuten, 


O = dr + m Pt + +b z+, 
so ergibt, sich durch Differentiation dieses Ausdruckes nach z, da ti 


r 


in P unendlich klein von mindestens zweiter Ordnung ist (§ 23, 10.), 
daß in dem Ausdruck für z ein Glied mit z~! gar nicht vorkommt, 
womit die Behauptung erwiesen ist. 

5. Das Residuum eines Differentials d® ist unabhängig von der 
Wahl der Veränderlichen z. Ist nämlich z, eine zweite Veränder- 
liche von derselben Beschaffenheit wie z, also, wenn a konstant, & in 
P endlich ist: 


(2) z = @% + É, 


so ergibt sich, wenn zur Abkürzung 


EL SES E 
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gesetzt wird: 

do da dz _ da _., 82 dz-! 

de, dadn da | de da, 
Nun ist, wenn &', €’ in $ endliche Funktionen sind, wie sich nach 
§ 23 und § 15, 4. leicht ergibt: 


dz dz-! 
1__ — A De eher N 7. 
yi on & dz aedy, E> 
und daraus folgt nach 3., 4. die Richtigkeit der aufgestellten Be- 


hauptung *). 

6. Die Summe der Residuen eines jeden Differentials 
dœ in bezug auf alle Punkte ® ist stets gleich Null. 

Beim Beweise dieses wichtigen Satzes können wir uns auf die 
Betrachtung der Residuen beschränken, welche zu den sämtlichen im 
Untereck Y von d® aufgehenden voneinander verschiedenen Punkten 
gehören; wir fügen jedoch zu diesen noch so viele voneinander ver- 
schiedene willkürliche Punkte mit verschwindenden Residuen hinzu, 
bis wir ein aus lauter einfachen Punkten bestehendes einer eigent- 
lichen Klasse angehöriges Polygon P, Pı... Pn erhalten. Dann wählen 
wir eine Variable z von der Ordnung n, deren Untereck eben dies 
Polygon ist, welche also in jedem der Punkte ®,, Pa, ... Pn und 
nur in diesen oo! wird. Unter diesen finden sich dann sämtliche 
voneinander verschiedene in B aufgehende Punkte Es ergibt sich 
unter dieser Voraussetzung für ı=1,2%,...n 


do 
et ta H a etz, 


wo n® eine in P, endliche Funktion bedeutet. Lassen wir für die 
Konstanten a® auch den Wert O zu, so kann der Exponent m unab- 
hängig von ı angenommen werden (m ist dann, wenn nicht alle 
a „ verschwinden, der Exponent der höchsten Potenz eines einzelnen 
Punktes, welche in ® vorkommt). Der zu beweisende Satz besteht 


dann darin, daß >Ja®, = 0 ist. Um ihn zu beweisen, bilden wir 


für die Variable z (§ 2) und bedienen 


do 
dz 


*) Man kann bei der Definition des Residuums auch eine Veränderliche r 
zugrunde legen, die in ® unendlich klein in der ersten Ordnung ist. Ist dann 
do 
N ra irrt 
und y in ® endlich, so ist «, das Residuum von d® in bezug auf $. 


die Spur der Funktion 
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uns dabei einer Erweiterung des Verfahrens § 16, 4. Wir wählen 
ein Funktionensystem 9,, Ọa, -.- Ọn in & folgendermaßen: Es sei 


0, = 0" in P., Pz, -.- Pn, endlich und von Null verschieden in ®,, 
0: = "in Pi Par or Din ” ie Kae » URN E 


Dee ea ee aa aa Ten e e Be N ee LETTER AR Tee a a T 


ee = 0” in pi Wis ... Part; n ” ” n ” ” Dr 
Sind nun &%,, Xa, ».. Zn rationale Funktionen von z, und ist 


N = 8101 F Laa H't H EnEn 
eine Funktion in &, welche für z — œœ, d.h. in ®,, Pa, ... Pa end- 
lich ist, so müssen %,, Xa ».. & für z — © endlich sein. Sind 
nämlich die &,, La -.. Ln für z — oo nicht alle endlich, so existiert 
ein positiver Exponent r von der Beschaffenheit, daß die Produkte 
27, ET, 22. &%n27t für z — oo alle endlich sind, und mindestens 
eines von ihnen, etwa x,2”" von Null verschieden; dann enthält aber 
die Gleichung j 
narn tr iwa TOn 

den Widerspruch, daß im Punkte P, die linke Seite und alle Glieder 
der rechten Seite mit Ausnahme des ersten verschwinden. 

Hieraus ergibt sich zugleich, wenn man n = 0 setzt, daß die 
Funktionen 9,, O5; - -- Ọn eine Basis von 2 bilden. Setzt man daher, 
indem man mit «,, rationale Funktionen von z bezeichnet, 


do 
(4) Jz l T %191 F %,209 4° F Bunga, CEDA san) 
so ist ($ 2) 
do 
(5) 8 (I) = tya F toa Hee F Ene 


Nun ist, wie aus (3) hervorgeht, z= m+2 Er ọ. für z = © endlich 


und daraus ergibt sich nacb der soeben bewiesenen Eigenschaft der 
Funktionen ọ, daß auch 


ZT TI, 
für 2—= © endlich sind. Nun sind z.B. in dem Punkte P, die 
Funktionen @,, Ọs, --- Ọn unendlich klein in der mt Ordnung, 


während go, dort endlich und von Null verschieden ist. Daher werden 
in P, die Funktionen 
do 
An 0; Z %ı1,101» Z %1,303 FE Z %ı,n On 
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alle verschwinden, und es muß mithin auch Zæ, für z = » ver- 
schwinden. Das gleiche folgt für Z ®ı,3, ... Z£ı,n und allgemein für 
2%, v, sobald ı, i voneinander verschieden sind. Daher wird 2° x, v 
für z = oo endlich sein. 

Setzt man nun, indem man x, eine neue rationale Funktion be- 
deuten läßt, 
(6) m. mal m tal 2m 34... +09 24-272, 
so folgt aus (3) 

Zae — —— = ra — q”), 

und aus (4) 
CEEE AT AEEA PE E, E A E P A A EE EE ae A 
Da nun in P, n® endlich und ọ, von Null verschieden, ferner alle 
Glieder der rechten Seite Null sind, so folgt, daß auch x, im Punkte 
P,, und mithin, da es rational ist, für z =— © endlich ist. Aus 
(5) und (6) pora sich dann 


t t t 
(7) (= ie Sat pzm- ka nm uoaa ar e aa 


Nun ist aber andererseits, wenn wieder U das Untereck, 3 das Ver- 
zweigungspolygon von 2 ist: 
‚zu wA 
Ne 
EN V enthält keinen Rt der nicht auch in U enthalten ist. 


m~ 


Daraus ergibt sich wie in § 26, daß id als Funktion von z auf- 


gefaßt, eine Funktion des zu o komplementären Moduls e ist, und 
mithin ist ; a (3 

dz 
eine ganze rationale Funktion von z ($ 11, 4.). Beachtet man dies, 


so folgt aus (7) © x. = 0 und ferner der zu beweisende Satz 
(9 
Sa, eO 
Wir können diesem Satze auch den folgenden Ausdruck geben: 
Das Residuum eines. Differentials zweiter Gattung dtgn in bezug auf 
den Punkt ® ist Null. 
Die Residuen eines Integrals dritter Gattung da, p, in bezug 


auf P,, P, sind einander gleich und entgegengesetzt, und sicher von 
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Null verschieden, da sonst dæ ein Differential erster Gattung sein 
würde. 

Aus diesen Bemerkungen ergibt sich noch mittelst 4., daß ein 
eigentliches Differential do, in der Normalform dargestellt, kein 
Differential dritter Gattung enthalten kann. Es verdient ferner er- 
wähnt zu werden, daß die Residuen des logarithmischen Diffe- 
rentials a ganze Zahlen, nämlich die Ordnungszahlen der Funktion 
6 sind (zufolge § 23). 

§ 33. 
Relationen zwischen Differentialen erster und zweiter Gattung. 
1. Es sei ø eine Funktion in & mit dem Untereck 

B' — pye maA Sa HN (Mi, ma... == 2) 
und dem Verzweigungspolygon (§ 16) 

a 2 PA 
worin © durch die als verschieden vorausgesetzten Punkte ®,, P, ... 
nicht teilbar ist. Demnach ist in der symbolischen Bezeichnung von 
8 25 das eigentliche Differential 
Bi. & 
AT ©. 3: DER 
woraus zunächst hervorgeht, daß ein eigentliches Differential 
niemals von der ersten Gattung sein kann. 

2. Das eigentliche Differential dø, welches in seiner Darstellung 
durch die Normalform nur Differentiale erster und zweiter Gattung 
enthalten kann, gehört zu der Schar derjenigen Differentiale, deren 
. Untereck 


de = 


P = pi Da eye D FO 
ist. Umgekehrt wird man also auch in einer solchen Schar, voraus- 
gesetzt daß m,, Ma, ... > 2 sind, und daß ®’ zu einer eigentlichen 
Polygonklasse gehört, stets mindestens ein eigentliches Diffe- 
rential dø finden. Denn dazu ist nach 1. nur erforderlich, daß in 
Q&Q eine Funktion o mit dem Untereck ®’ existiert. 

3. Hieraus ergibt sich nun der folgende wichtige Satz. Alle 
Differentiale zweiter Gattung lassen sich linear mit kon- 
stanten Koeffizienten darstellen durch p besondere passend 
gewählte Differentiale zweiter Gattung, durch Differentiale 
erster Gattung und durch eigentliche Differentiale. 
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Um dies einzusehen, wähle man ein beliebiges Polygon zweiter 
Gattung X von der Ordnung p. Ist nun ® ein beliebiger Punkt, 
r ein positiver Exponent, so ist das Polygon AP” gleichfalls von der 
zweiten Gattung, und folglich kann der Teiler M der zugehörigen 
Klasse nicht durch P teilbar sein, weil sonst APr-1, also auch A 
ein Polygon erster Gattung wäre ($ 30, 4.) Setzt man daher 

AP—M®, 
so wird P nicht in M aufgehen, und folglich enthält 8’ den Faktor P 
genau r-mal öfter als A. Zugleich gehört ®’ in eine eigentliche 
Klasse. Ist nun 
DIE N ET R, 
so gehen die Punktpotenzen Pr, Pr’, P'’m", ... alle in X auf. Setzen 
wir also 
Bo Bere rim tim Tl,  EUDE DR... 
so existiert nach 2. in der zu dem Untereck ® gehörigen Diffe- 
rentialschar gewiß ein eigentliches Differential dø. Die Darstellung 
desselben durch die Normalform enthält sicher das Differential 


und außerdem alle oder einige der Differentiale 

dip, dia, --- dt ym) A di m+ ri 
(2) dtgn, dtg =- dt gm’); 

dtgn, diga,- dt gum”) 


nebst Differentialen erster Gattung. Es läßt sich also das Diffe- 
rential (1) linear und mit konstanten Koeffizienten durch (2), durch 
Differentiale erster Gattung und durch do ausdrücken. 
Ist daher das p-Eck zweiter Gattung 
a Sei U DAN 
so erkennt man durch wiederholte Anwendung des hier beschriebenen 
Verfahrens, daß alle Differentiale zweiter Gattung in der Weise, wie 
unser Satz es ausspricht, darstellbar sind durch die p Differentiale 
dtg. dt gm)? 
(3) ei diea: dt, 


Braunschweig und Königsberg i. Pr., im Oktober 1880. 
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Erläuterungen zur vorstehenden Abhandlung. 


In der vorstehenden Abhandlung, mit der die arithmetische Theorie der 
algebraischen Funktionen geschaffen wurde, zerfällt der Aufbau der Theorie in 
drei Stufen. Der erste, formale Teil bezieht sich auf den Bereich der ganzen und 
gebrochenen algebraischen Funktionen einer Unbestimmten; im zweiten Teil bildet 
die arithmetisch definierte, absolute Riemannsche Fläche die Grundlage. Der 
dritte Teil — der nur am Schluß des Vorworts erwähnt, aber nicht erschienen 
ist — sollte von der arithmetischen zur topologischen absoluten Riemannschen 
Fläche übergehen: ein Begriff, der auf anderer Grundlage erst mehr als dreißig 
Jahre später in der Weylschen „Idee der Riemannschen Fläche“ entwickelt 
wurde. Es verdient daher besonders hervorgehoben zu werden, daß ($ 16) scharf 
darauf hingewiesen ist, daß die absolute Riemannsche Fläche ein zu dem Körper 
gehöriger invarianter Begriff ist, von dem aus sich der Übergang zur 
Riemannschen Auffassung vollziehen läßt. 

Der erste Teil läßt sich dadurch charakterisieren, daß der algebraische Funk- 
tionenkörper als hyperkomplexes System über dem Grundkörper der rationalen 
Funktionen einer Unbestimmten betrachtet wird. Tatsächlich sind die Methoden zur 
Definition von Norm, Spur, Diskriminante usw. diejenigen der Darstellungstheorie 
hyperkomplexer Systeme; die Betrachtungen aus $6 und $22 etwa sind solche 
über reduzible Darstellungen. 

Die um die absolute Riemannsche Fläche sich gruppierenden Entwick- 
lungen des zweiten Teils — insbesondere die Begriffe des „Punktes“ und des 
„Divisors“ (Polygons) — sind allgemeiner bekannt geworden durch das Buch 
von Hensel-Landsberg, wo aber die idealtheoretischen Grundlagen des ersten 
Teils durch funktionen.heoretische ersetzt sind. Hensel-Landsberg führen die 
Gruppe aller ganzen und gebrochenen Divisoren ein, was Vereinfachungen beim 
Beweis des Riemann-Rochschen Satzes nach sich zieht. Der einfachste Beweis 
ergibt sich aber erst, wenn man die bei Dedekind-Weber, $ 22, gegebene 
Konstruktion der Normalbasis auf gebrochene Ideale überträgt, und dann nach 
Hensel-Landsberg weiter schließt. 

Die, wesentlichsten Entwicklungen von Hensel-Landsberg wurden von 
Jung (Rend. Palermo 26, und spätere Arbeiten) auf algebraische Funktionen- 
körper von zwei Veränderlichen übertragen. Eine rein arithmetische Begründung 
der Divisoren, die erst nach Weiterentwicklung der Idealtheorie möglich war, 
wurde von Schmeidler (Math. Zeitschr. 28) und v. d. Waerden (Math. Ann. 101) 
für n Veränderliche gegeben. Es handelt sich dort immer um Divisoren der 
Höchstdimension; arithmetische Definition und Existenzbeweis für den allgemeinen 
invarianten Punktbegriff bei algebraischen Mannigfaltigkeiten findet sich bei 
v. d. Waerden (Math. Ann. 97). 

Noether. 
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